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Santrauka. Nagrinėjamas geodezinių koordinačių, transformuojamų iš vienos koordinačių sistemos į kitą, tikslumas. 
Transformavimo parametrų reikšmės apskaičiuojamos mažiausiųjų kvadratų metodu, atsižvelgiant į identiškų taškų 
abiejose koordinačių sistemose tikslumą. Transformuotų į naują sistemą koordinačių tikslumas analizuojamas 
įvertinant transformavimo lygčių koeficientų bei transformavimo parametrų klaidų įtaką. Transformuotų koordinačių 
kovariacijų matrica sudaroma iš dviejų komponenčių. Viena komponentė įvertina transformavimo lygčių koeficientų 
klaidų įtaką, o antroji – transformavimo parametrų klaidų įtaką transformuotų koordinačių tikslumui. Pateikiamos 
formulės transformuotų koordinačių kovariacijų matricoms skaičiuoti. 
 
Prasminiai žodžiai: transformavimo parametrai, kovariacijų matrica. 

 
 

1. Įvadas 
 
Geodezinės koordinatės iš vienos koordinačių 

sistemos į kitą transformuojamos geodezinių tinklų 
sudarymo, kartografavimo darbuose, geoinformacinių 
sistemų, skaitmeninių žemėlapių kūrimo, inžinerinės 
geodezijos, kadastro uždaviniuose ir kt. [1–6]. 
Transformavimo parametrų reikšmės apskaičiuojamos 
mažiausiųjų kvadratų metodu, taikant identiškus taškus, 
kurių koordinatės žinomos abiejose koordinačių 
sistemose. Straipsnyje nagrinėjamas transformuotų 
koordinačių tikslumas, įvertinant transformavimo 
parametrų klaidų įtaką. Kovariacijų matrica sudaroma iš 
dviejų komponenčių. Viena iš jų rodo transformavimo 
lygčių koeficientų, o antroji – transformavimo parametrų 
įtaką transformuotų koordinačių kovariacijų matricai. 
 
2. Transformavimo parametrų ir lygčių koeficientų 
klaidų įtaka transformuotų plokštuminių koordinačių 
tikslumui 

 
Plokštuminėms koordinatėms transformuoti iš 

vienos koordinačių sistemos į kitą dažniausiai taikomas 
konforminis Helmerto metodas. Transformavimo 
parametrų reikšmėms nustatyti mažiausiųjų kvadratų 
metodu, naudojant identiškų taškų koordinates senojoje ir 
naujoje sistemose, sudaroma pataisų lygčių sistema: 
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čia ( )T 
yxyx nn

VVVV ,,...,,
11

=V – naujosios sistemos 

identiškų taškų koordinačių pataisų vektorius, 

( )T
nn yxyx ,,...,, 11=T – koordinačių vektorius senojoje 

sistemoje, ( )T
nn yxyx ′′′′=′ ,,...,, 11T – koordinačių vek-

torius naujojoje sistemoje, ( )Tyxyx εε= ,,, 00τ – 

transformavimo parametrų vektorius, ( )00 , yx – senosios 

koordinačių sistemos pradžios taško koordinatės 
naujojoje sistemoje, n – identiškų taškų skaičius, 

4,2/ => k  kn – transformavimo parametrų skaičius. 
Pataisų lygčių koeficientų matrica A sudaryta iš 

blokų: 
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trica. 
Transformavimo parametrų vektoriaus τ  reikšmė 

nustatoma mažiausiųjų kvadratų metodu kaip normalinių 
lygčių sistemos sprendinys: 
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čia     ,1AQAN T
T −

′=      ,1LQA T
T −

′=ω  TQ ′ –  naujosios  
sistemos identiškų taškų koordinačių svorinė matrica. 
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Kai pavienių taškų koordinatės nustatytos 
nepriklausomai viena nuo kitos, 
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čia 

ii yx p  p ′′ , – i-ojo taško koordinačių naujojoje sistemoje 

svoriai, ,2/12/1 −
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Taikydami formulę (3), gauname apskaičiuotų 

transformavimo parametrų vektoriaus τ  kovariacijų 
matricos išraišką: 
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čia ,2

0 TTL QKK ′′ == σ  0σ – matavimo rezultato, kurio 

svoris lygus vienetui, standartinis nuokrypis. 
Identiškų taškų išlygintųjų koordinačių vektoriaus 

T ′
~

 kovariacijų matricą ,~
T

K ′  taikydami formulę (4), 

rašome 
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Vektorių T ′
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 ir τ  kovariacijų matrica 
τ′T

K ~  yra lygi 
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čia M – vidurkio (matematinės vilties) simbolis, 

.TMTT ′−′=′δ  
Turėdami transformavimo parametrų vektorių τ , 

galime apskaičiuoti visų kitų naujosios sistemos taškų 
(neidentiškų) transformuotų koordinačių vektorių .T ′  
Pavienio i-ojo taško koordinačių vektoriaus iT ′  išraiška 

yra: 
 

,τii AT =′         (8) 

 

čia iA – koordinačių transformavimo lygčių koeficientų 

matrica pagal išraišką (2). 
Vektoriaus iT ′  kovariacijų matrica 

iTK ′  sudaryta iš 

dviejų komponenčių, iš kurių viena apibrėžia trans-
formavimo parametrų vektoriaus τ  dedamųjų klaidų 
įtaką vektoriaus iT ′  tikslumui, o antroji – matricos iA  

narių klaidų įtaką vektoriaus iT ′  tikslumui: 
 

( ) ( ),aTTT iii
KKK ′τ′′ +=       (9) 

 

čia ( )τ′iTK – kovariacijų matricos komponentė esant 

vektoriaus τ  įtakai, ( )aTi
K ′ – kovariacijų matricos 

komponentė esant matricos iA  narių įtakai. 

Taikydami kovariacijų matricos 
iTK ′  komponentę 

( )τ′iTK , (5), gauname: 
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Nustatysime kovariacijų matricos komponentės 

( )aTi
K ′  išraišką. Lygybę (8) transformuojame į kitokį 
pavidalą: 

 
,0 ii MTTT +=′             (11) 

 

čia ( ) .000
TyxT =  Matrica M formuojama iš 

transformavimo parametrų vektoriaus τ  komponenčių:  
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Taigi koeficientų matricos iA  blokinės dalies iA′  

nariai tapo vektoriaus iT  komponentėmis. Pagal lygybę 
(11) galima parašyti: 
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ii
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čia 
iTK – senos sistemos koordinačių vektoriaus 

kovariacijų matrica. 
Vektoriaus ,0T  kaip transformavimo parametrų 

vektoriaus τ  komponentės, įtaka išreikšta formule (10). 
 

3. Transformavimo parametrų ir lygčių koeficientų 
klaidų įtaka transformuotų erdvinių koordinačių 
tikslumui 

 
Erdvinių koordinačių transformavimo lygčių sistema 

yra netiesinė, todėl praktiniuose skaičiavimuose ji 
linearizuojama ir rašoma taip (esant i-ojo taško 
koordinatėms):  
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čia ( )T
iiii zyx ′′′=′ ,,T – i-ojo taško koordinačių vektorius 

naujoje sistemoje, ( )T
iiii zyx ,,=T – i-ojo taško 

koordinačių vektorius senojoje sistemoje, 

( )Tzyx mzyx εεε= 000τ – transformavimo parametrų 

vektorius, m – linijinis mastelis, n – identiškų taškų 
skaičius, kai skaičiuojami transformavimo parametrai. 
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Transformavimo parametrų vektoriaus τ  reikšmė 

gaunama mažiausiųjų kvadratų metodu kaip normalinių 
lygčių sistemos sprendinys, taikant n identiškų taškų 
duomenis: 
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laisvųjų narių vektorius, .iii TTL ′−=  Pataisų lygčių 

koeficientų matrica A  sudaryta iš blokų 
 

.2

1

 

A

A

A

A

n


















=
M

             (17) 

 
Apskaičiuotų transformavimo parametrų vektoriaus 

τ  kovariacijų matrica τK  yra lygi [7]: 
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čia ,, 11
1 AQQQAN TTT

T −
′

−
′=  TQ – senosios sistemos 

identiškų taškų koordinačių svorinė matrica. 
Tuo atveju, kai naujosios ir senosios sistemų 

identiškų taškų koordinatės yra maždaug vienodo 
tikslumo, t. y. ,TT QQ ≈′  tada ,1 NN =  ir formulė (18) 

rašoma: 
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Pavienio i-ojo taško erdvinių koordinačių vektoriui 

iT  transformuoti į naująją koordinačių sistemą taikysime 

transformavimo formulę, kuri iš pavidalo (14) pertvarkyta 
taip: 

 
( ) ,0 ii TMETT ++=′            (20) 

 

čia ( )Tzyx 0000 =T – viena transformavimo parametrų  

vektoriaus τ  dedamoji. Matrica M  sudaroma iš 
transformavimo parametrų vektoriaus τ  antrosios 
dedamosios ir užrašoma taip: 
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Transformuojant erdvines koordinates naujojo 
vektoriaus iT ′  kovariacijų matrica 

iTK ′  sudaryta iš dviejų 

komponenčių – ( )τ′iTK  ir ( ) :aTi
K ′   

 

( ) ( ).aTTT iii
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Kovariacijų matricos komponentė ( )τ′iTK  rodo 

transformavimo parametrų vektoriaus τ  įtaką vektoriaus 

iT ′  tikslumui. Antroji komponentė ( )aTi
K ′  apibūdina 

matricos iA  narių įtaką vektoriaus iT ′  tikslumui. 

Kovariacijų matricos komponentė ( ) ,τ′iTK  taikant 

formulę (14), rašoma: 
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kai identiškiems taškams galioja apytikrė lygybė 

,TT QQ ≈′  
iTK – senos sistemos koordinačių vektoriaus 

kovariacijų matrica. 
Kovariacijų matricos komponentė ( ) ,aTi

K ′  taikant 

formulę (20), įgauna išraišką 
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Pateiksime pavyzdį transformuotų plokštuminių 

koordinačių tikslumui dėl transformavimo parametrų bei 
transformavimo lygčių koeficientų klaidų įtakos įvertinti. 
Transformavimo parametrų vektoriaus τ  reikšmė 
nustatyta pagal 7 identiškus taškus ir lygi: 
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Vektoriaus τ  kovariacijų matricos τK  įvertis τ′K  

yra lygus 
 

(
) ,10368,0;10368,0

;143,0;143,0107,1
99

612
0

diag 

  Nm
−−

−−
τ

⋅⋅

⋅==′K
 

 

čia ,00 m≈σ  atvirkštinės matricos 1−N  nediagonalieji 

nariai yra artimi nuliui. 
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Transformuotų koordinačių standartinių nuokrypių įverčiai 
Estimations of standard deviations of transformed coordinates 

 

Standartinių nuokrypių įverčiai, m Taško Nr. 

( )τ′xm  ( )τ′ym  ( )axm ′  ( )aym ′  
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22
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22
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2 0,001 0,001 0,002 0,001 0,0022 0,0014 

 
Transformuojamų 2 taškų koordinačių transfor-

mavimo lygčių koeficientų matrica yra lygi: 
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Kovariacijų matricos komponentės ( )τ′TK  įvertį 

( )τ′′TK  esant transformavimo parametrų klaidų įtakai 

gauname pagal formulę (10), kai :00 m≈σ  
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nediagonalieji nariai paprastai yra lygūs nuliui. 

Kovariacijų matricos komponentės ( )aTK ′  įvertis 

( )aTK ′′   esant  transformavimo lygčių  koeficientų  klaidų  

įtakai nustatomas pagal formulę (13): 
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Šioje formulėje 
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Į naują sistemą transformuotų taškų koordinačių 

standartinių nuokrypių įverčiai yx mm ′′  ,  pateikti lentelėje. 

4. Išvados 
 

1. Gautos formulės į naują sistemą transformuotų 
plokštuminių ir erdvinių koordinačių tikslumui įvertinti 
kovariacijų matricos pavidalu, kai atsižvelgiama ne tik į 
transformavimo parametrų klaidų, bet ir transformavimo 
lygčių koeficientų klaidų įtaką. 

2. Išvestosios formulės rodo, kad transformuotosios į 
naująją sistemą plokštuminės ir erdvinės koordinatės yra 
mažiau tikslios už senosios sistemos koordinates. 

Transformuotųjų koordinačių tikslumas labiausiai 
priklauso nuo transformavimo parametrų nustatymo 
tikslumo, o jis nuo identiškų taškų skaičiaus bei šių taškų 
koordinačių abiejose sistemose tikslumo. Skaičiavimų 
rezultatai rodo, kad transformavimo lygčių koeficientų 
klaidų įtaka transformuotų koordinačių tikslumui yra 
maždaug tos pačios eilės kaip ir transformavimo 
parametrų klaidų įtaka. 
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