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Santrauka. Straipsnyje analizuojamas GPS ir kitų sistemų, veikiančių realiojo laiko masteliu, matavimo rezultatų 
apdorojimas ir tikslumo įvertinimas, taikant diskretųjį Kalmano filtrą. Besikaupiantys matavimo duomenys 
apdorojami tam tikromis porcijomis mažiausiųjų kvadratų metodu, taikant rekurentinį principą. Gavus naujus 
matavimo rezultatus tikslinamos anksčiau apskaičiuotų parametrų vektorių reikšmės ir jų kovariacijų matricos. 
Išvedamos formulės išlygintų parametrų vektorių reikšmėms skaičiuoti bei jų kovariacijų matricai nustatyti. 
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1. Įvadas 

 
GPS imtuvų bei kitų matavimo prietaisų, veikiančių 

realiojo laiko masteliu, matavimo rezultatams apdoroti 
dažniausiai taikomas diskretusis Kalmano filtras, 
pagrįstas rekurentiniu metodu [1–5]. Šiose sistemose 
matavimo rezultatai panaudojami ne visi iš karto, o 
porcijomis, jiems besikaupiant matavimo prietaise. Taip 
yra tikslinamos anksčiau apskaičiuotos parametrų 
reikšmės bei jų kovariacijų matrica. Matavimų rezultatai 
apdorojami taikant mažiausiųjų kvadratų metodą. Eiliniu 
išlyginimo etapu apskaičiuotų parametrų tikslumas 
įvertinamas atsižvelgiant į ankstesniuoju skaičiavimų 
etapu nustatytų parametrų tikslumą. Išlygintų parametrų 
kovariacijų matricos skaičiavimo procedūra yra 
analogiška kaip ir įprastinio mažiausiųjų kvadratų 
metodo. 

 
2. Kalmano filtro algoritmas 

 
Kalmano filtravimo algoritmas pagrįstas 

rekurentiniu santykiu, kai, panaudojant atsitiktinio dydžio 
ar atsitiktinės funkcijos i-1-osios imties duomenų 
apdorojimo metu gautus parametrų įverčius, toliau 
apdorojant naujos i-osios imties duomenis, tikslinamos 
gautosios atsitiktinio dydžio ar funkcijos parametrų 
reikšmės. 

Kaip GPS matavimų parametrai taikoma nustatomų 
taškų erdvinės koordinatės ( ) ,,,    ZYX  pradinių sveikųjų 

ciklų skaičius ,N  GPS imtuvo laikrodžio eigos pataisa, 
jonosferos modelio koeficientai ir kt. 

Apdorojus i-1-osios matavimų imties duomenis 
gaunama apriorinė informacija, t. y. parametrų vektoriaus 
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Toliau atlikdami matavimus gauname naująjį i-osios 

matavimų imties vektorių ( )T
inii B  BB ...,,1=  ir jo 

kovariacijų matricos 
iBK  įvertį. Matavimų imtį gali 

sudaryti vienas arba daugiau matavimų rezultatų. Taikant 
Kalmano filtravimo procedūras, gaunami patikslinti 

aprioriniai įverčiai, t. y. nauja parametrų vektoriaus iT
~

 

reikšmė bei jo kovariacijų matricos 
iT

K ~  įvertis. Šie 

įverčiai vadinami aposterioriniais įverčiais. 
Kalmano algoritmas yra netiesinė filtravimo 

procedūra, kai atsitiktinio dydžio ar funkcijos parametrų 
įverčiams nustatyti taikomas mažiausiųjų kvadratų 
metodas. 

Matricų pavidalu sudarome tiesinių pataisų lygčių 
sistemą iš dviejų grupių: 

 

,~~

~

1 





−=
−=

−iiT

iiiB

TTV

BTAV

i

i        (1) 

 

čia 
ii TB V V , – išmatuotų dydžių ir parametrų pataisų 

vektoriai; iA  – pataisų lygčių koeficientų matrica, 

sudaryta pagal i-ąjį matavimų vektorių. Matrica iA  

sudaroma pagal pseudoatstumų arba nešlio virpesių fazių 
matavimų duomenis ar įvairias jų kombinacijas. Tuo 
atveju, kai pirmosios grupės lygčių sistema yra netiesinė, 
ji, taikant linearizavimą, paverčiama tiesine. 

Lygčių sistema (1) sprendžiama laikantis 
mažiausiųjų kvadratų metodo sąlygos: 

 

min,11 =+=Φ −−
iiiiii TTTBB

T
B VQVVQV    (2) 

 

čia 
ii TB Q ,Q – svorinės matricos, kai ,

2
0 ii BB QK σ=  

ii TT QK 2
0σ= . 

Laisvųjų narių vektorių reikšmėms sumažinti 
taikome apytikrę parametrų vektoriaus reikšmę 
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lygčių sistema (1) užrašoma taip: 
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čia iiii BTAL −= – laisvųjų narių vektorius.  

Blokinių matricų pavidalas – 
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Mažiausiųjų kvadratų metodo sprendinys gaunamas 

iš normalinių lygčių sistemos: 
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Svorinė matrica 

1
~

−
=

ii TT QQ  apskaičiuojama 

apdorojant i-1-osios matavimų imties duomenis, o 
svorinė matrica 

iBQ  gaunama pagal i-osios imties 

duomenis. 
 

3. Išlygintųjų parametrų tikslumo įvertinimas 
 
Įvertiname apskaičiuotų parametrų pataisų 

vektoriaus iτ  bei išlygintųjų parametrų iii TT τ+=
~

 

vektoriaus tikslumą, nustatydami jų kovariacijų matricas 

i
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Parametrų pataisų vektoriaus iτ  (5), kaip tiesiniu 

operatoriumi 1−
iN  transformuoto atsitiktinio vektoriaus 

,iω  kovariacijų matricą 
i

K τ  nustatome pagal formulę: 
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Kadangi laisvųjų narių vektorius ,iiii BTAL −=  

tai jo kovariacijų matrica 
iLK  yra: 
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nes vektoriai 1
~

−= ii TT  ir iB  yra nepriklausomai, o 0σ – 

matavimo rezultato, kurio svoris lygus vienetui, 
standartinis nuokrypis. 

Kovariacijų matricos 
i

K τ  išraišką (8), 

atsižvelgdami į formulę (9), rašome tokiu pavidalu: 
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Taikydami formulę (6) galime parašyti šią lygybę: 
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Kovariacijų matricą 

i
K τ  (10), remdamiesi lygybe 

(11), rašome taip: 
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Taikant klasikinį mažiausiųjų kvadratų metodą 

kovariacijų matrica τK  skaičiuojama iš formulės 
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Išlygintųjų parametrų vektoriaus iT
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Kadangi vektoriai iT  ir iB  nekoreliuoti, tai 

kovariacijų matrica 
iT

K ~  yra lygi: 
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Atlikę nesudėtingas matematines operacijas 
gauname: 
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Kai i-oji imtis yra paskutinė matavimų imtis, 

formulė (15) kovariacijų matricos pavidalu parodo 

galutinį apskaičiuotų parametrų vektoriaus iT
~

 tikslumą. 

Išlygintųjų dydžių vektoriaus iB
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matricai 
iB

K ~  nustatyti taikome šią iB
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Atsižvelgdami, kad vektoriai iT  ir iB  yra 

nepriklausomi, kovariacijų matricą 
iB

K ~  rašome taip: 
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Atlikę reikiamas matematines operacijas gauname: 
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Matavimo rezultato, kurio svoris lygus vienetui, 

standartinio nuokrypio 0σ  įvertis 0m  skaičiuojamas iš 

formulės: 
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čia n – pataisų lygčių (1) skaičius, k – parametrų skaičius. 

4. Išvados 
 
1. Išvestos formulės (13), (15), pagal kurias 

skaičiuojamos parametrų pataisų vektoriaus τ  bei 

išlygintųjų parametrų vektoriaus ,
~

iT  nustatytų 

mažiausiųjų kvadratų metodu, taikant Kalmano filtrą, 
kovariacijų matricos τK  ir .~

iT
K  

2. Galimas rekurentinio metodo trūkumas yra tai, 
kad kovariacijų matrica 

iT
K ~  gali išsigimti,                   

kai .0det ~ →
iT

K  Tai rodo lygybė (6) 

,11 −− +=
ii TiB

T
ii QAQAN  kurios pagrindinės įstrižainės 

elementų reikšmės, didėjant matavimų imčių skaičiui n, 
nuolat didėja. Todėl galimas toks skaičiavimų momentas, 
kai .0det 1 ≈−

iN  Šiuo atveju skaičiavimų procedūra 

nutrūksta. Tolesniuose skaičiavimuose galima taikyti 
pseudoatvirkštinių matricų procedūras. 
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