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� �	 !����	 ���	 � �	 ��������	 ������	 �	 !��	 ���	 '��� 
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!�	� �	��������	��������	� �	������3��	!�� 	� �	"���
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p ij p p i i S j p i

i p i i p i S j

C c n R

U T

= + − α α π +

β + − β β − π '7)

( )
, , ,

, , , , ,

ˆ

(1 ) (1 ) (1 )

S ij S S j j S j

j p i S j j p i S j j S j

C c n Q

V W Q

= + α π +

β β + − β β + − β − π % '8)

�"	��	������3�	� �	�-������	�����	��!/���	��	� �	���$

�����������%	 � �	 ���������	 5������	 ���������	 ��������

���	 ��#��	 !�	 ���#���	 � �	 "��������	 ��� ��������

��������&

, ,
, ,1 1 1 1

1 1

ˆ ˆ  ;     

 :  (1), (2), (3), (4), (7), (8) and

1,  1,  0 1,  0 1.

i p j Si j

n m n m

i j p ij i j S ij
x n y ni j i j

n m

i j i j
i j

Min x y C Min x y C

Subject to

x y x y

= = = =

= =
= = ≤ ≤ ≤ ≤

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
'9)

� ��	 ���!���	 ���	 !�	 ���#��	 �����	 �	 ���!��	 �"

�����"��	 �����������	 ���������	 � �	 ������������

!� �#����	 ���	 �"	 ������	 ��������	 � �	 ��"��������

��� 	 ��	���������	� �	�� ��0	��	� �	"��������	�������

��	 � ���	 ��������	 �	 ���!��	 �"	 �������	 �����0	 4����%

��	 ��������	 � �	 ����	 �"	 "���	 �����������	 ��

������3���	 ����������	 �����%	 � ���!�	 ��������3���

�����������	������� ��	��	5������	���������	"�������

��	 � �	 ���������	 �"	 � �	 ������	 ����������	 ��������

� ��	 ����	 �	 ���	 �"	 ���������	 ���$�	 '����	 ��)	 ���

������3�	� �	���������:	���$�	'����	�)0		��!��5������%

��	��������	�	���!��	�"	����������	� ���	� ���	��� �

!�	 ���.�����������	 !������	 � �	 !����	 ���	 � �

��������0

0

0
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���������	
�����
�������������
������

�
����������
��

����� ������	
�� ������
�� �������
��

������	 � ��	 � �	 ��������	 �����	 ��������	 ��	 � �

�5�������	�!�#�	���	��#��	!�&

� �� �� � � � � � �� 
 � 
 � �= + − %

� �� � � �� � � � 
 � � �= + − ξ 	���

� � �� � � � ��� 
 � 
 �= + 	��	����	��

� � �� � � � �� � � � � � � ��� 
 � 
 � � 
 �= + − + θ %

� � �� � � �� 
 � � �= + ξ %	 � 	� � �� � � � ��� 
 � 
 �= + θ 	���

� � 	� � � � �� � � � � � � ��� 
 � 
 � � 
 �= + − + θ 0	 4��	 � �	 ���.

�����%	 ��	  �#� � �� � � � �� � � ��
 � � 
 �− + θ 	 ��������	 � �

����	 �"	 ���������	 �	 ����	 ���	 ���	 � �	 ��������	 ����

��/����	 � ��	 ���	 '��� 	 ���!�!�����	 �� �α π )0	 �
 	 ��	 � �

��������	 ����	 ����������	 ����	 � ���	 �
 	 ��	 � �

��������:�	����0	2 ��	� �	��������	��/����	�	����	���%

� ��	 � �	 ����	 ��������	 ��	 ������	 ��	 ��"����#�	 �����	 ��

�� � ���
 � θ 0	2 ��	�	!��	 ���	 ��	 ��������	!�	!�� 	 � �

��������	 ���	 � �	 ��������	 � ���	 ��	 �	 ���������	 ����

� �� 	 ��	 �5���	 � �� � %	 �	 ����������	 �"	 � �� 	 ξ 	 ��

�������	 !�	 � �	 ��������	 ���	 ���	 ����������	 � − ξ
�������	 !�	 � �	 ��������0	 � �	 ����	 	� � ���
 � θ 	 ��

�������	� ��	 � �	 ���������	 �������	 �	 ��"����#�	 ���

� �� 	 ��	��������	���	 ��/�����	!�	 � �	��������	 '��	 �

����	�"	 � ���
 � )0	��	�	������%	� �	�-������	��������

����	�"	!�� 	� �	��������	���	� �	��������	���&

( )

, , , , ,

1 ,

, 2 , , 2 ,

ˆ ( ) (1 )(1 )

( , )

( ) ( , )(1 ) ( , )(1 ) ·

(1 )

S ij S S j S S j S j S j

SG S j

p i SR p i S j Sb S j

C c n c N n

c N

u N c N c N

 = + − α π + − β − π + 
θ α π +

 ξ β + θ − β β + θ −β 
− π

';<)

	���

= + − − α α π +

 + − ξ β + − β β − π           

, , , , ,

, , ,

ˆ ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

p ij p p i P P i S j p i

p i PR p i S j

C c n c N n

u N c N

1

1 1 1 0';;)

� �	���!���	� ��	"���	���	�����"���	!�	�5������	'9)

��	 �	 ���������	 ��������	 ���������	 ���!���	��� 	 ���$

�����������	'()	���	'*)0

��	������"�	���	������������	���	� ��	� �	��������	���

� �	 ��������	 ���	 � ���	 ����	 ��	 ���$�	 ��	 ( )�� �β β 	 ���

��������	 '"��	 ����������)	 ���	 ���������#�	 ��������

��������	'���	��� �%	� �	�� ��	�-�����#�)%	��	 �#�	� ��

���	�5�������	��	�����	��#��	!�&

�� �� �� �	

�	 �� �	 �	

�� �	

�� �

�� � �� ��� � �

�� �

� � � �

� � � � �

� � �

�� � �

� � � �

� �

β β + − β β +

− β β + − − β β = β

β + − β = β
';=)

���	� ���"���	� �	�������3��	��������	���������	���

!�	��"����	��	�����	�"	����	��	'��������)	���$�	����%	��&

( )
�	 �	
 


�� �	�� �	

� �
� � � � �

� �� � �

� �
β − β β β − β

= =
β − ββ β − β ';()

�"	� �	��������	���	� �	��������	�������	��	�	���"����%

������3���	 � ���	 ��������#�	 �����%	 � ��	 ��	  �#�%

��������	��� :�	�5����!����	��������	"��	���3���	���

���	�������	����&

( ) ( )

( ) ( )

 − − + + 

− + − +

 − − + + 

− + − +

  

  

 

* *
, , , ,

, , ,

* *
, , , , ,

* *
, , , ,

, , ,

* *
, , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

: (

p p p p

S S S S

p p p p
n k n k

p p p p p

S S S S
n k n k

S S S S S

Min x y C C C C

x C C y C C C

Min x y C C C C

x C C y C C C

Subject to

1 1 2 1

1 1 2 2

11 12 21 22

12 22 21 22 22

11 12 21 22

12 22 21 22 22

 ) and13

';(:)

( ) ( )
( )( )
( )


 
 

�� �	 �	 �	 ��



�� �	 �	 �	 �	



�� �	 �	

� �� �

� � � � �

� � � � � �

� � � �

� � �

�

�

 α + α + α α − α + 
α − α − α + α − α ≤ α

α − α + α ≤ α
';*)

��	 �-������	 �-��������	 �"	 � �	 ��������	 ������3�����

���!���	���	� ��	!�	����������	� ���	� �	����	�	���$

�����������	���&

( )( )( )( )
( )( )

( )( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

�	 �	 �� �	 �	 ��

�� �	 �� �	

�	 �� �	 �	

�� �	

�	 �	 �	 ��
�	 �	

�� �	

�	 �� �	
�	

�� �	

�

�� �

� � � � � � � � �

� � � � �

� � � � � �

� � �

� � � � �
� � �

� �

� � � �
� �

� �

β − β β β − β α + α α − α
+

β β − β β − β

β − β β α − α − α
+

β β − β

β −β α α − α
+ α − α ≤ α

β − β

β −β α − α
+ α ≤ α

β − β

';+)

��	 ������"�	 ���	 ��������%	 ���	 � ��	 ��	 ��������	 ���

���������#��%	��	��������	���	��������	�	���	�	!�	� �

��������	���	� �	��������	��������#���0

��	 � ��	 ����	 �� ���� �� �β = β = 	 ���	 �� ���� �� �α = α =
������"����	� ���!�	';()	� ���	� �	�����	���&

= − ξ − π = β

= + χ + χ = + χ − α + χ β

  

      

, , , ,

, , , ,

ˆ ˆ ˆ( ) ( )( );

ˆ ˆ; ( )

p p p S

p p p p S S

C u N C C

C c n C c n

11 12 11 2

21 1 2 22 1 2 2 2

1 1

1 %	';,)

� ���	"��	����������	���#�������

	 �	 �	�� � � � � ��� � �� �� �� �� � 
 � χ = − ξ β + − β − π  	 ���

� �	� �� �
 � �χ = − α π 0	 4��	 � �	 ��������	 ��	  �#�

���������&0

0

0

0

0
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���������	
�����	���������

( )

( )

,11

,12 ,2 ,2

1 ,2 ,2 2 ,2

,21 ,2 2 ,2

,22 ,2 ,2

ˆ ( )(1 );    

ˆ ( ) (1 )(1 )

( , ) ( ) ( , )(1 ) (1 )

ˆ ( ) ( , )(1 ) (1 );    

ˆ ( ) (1 )(1 )

(

S

S S S S S

SG S S Sb S

S p SR p

S S S S S

SG

C u N

C c m c N m

c N u N c N

C u N c N

C c m c N m

c N

= ξ − π

= + − α π + − β − π +

 θ α π + ξ β + θ − β − π 
= ξ β + θ − β − π

 = + − α π + − β − π + 

( )
1 ,2

,2 2 ,2 ,2 2 ,2

, )

( ) ( , )(1 ) ( , )(1 )

(1 )

S

p SR p S Sb Su N c N c N

θ α π +

 ξ β + θ −β β + θ −β ⋅ 
− π ����

��	��������	������� 	�!�	��!�	"���	���	��������	!#$	���

���$�%��	 ��&�%�	 !	 ���	 !�	 ���#	!�	�#�	�#��	 ��	 ���#$	 ��

"�	 $���%��'�	 !#$	 ���	 1 20,θ θ θ= = (	 �#	 ����	 %!��

( )�� ���� � �
�

� �α = β = − θ 	 )����	 ���	 ���	 ��������

( )�� ���� �
�

� �α = β = −θ (	��	!	������ 

( )
( )( )

( )
( )

β − β − θ β − − θ
= =

− − θβ − − θ

 
, 

 

n m
p S S

mn
S

x y
1 1

1 11 1
( ��*�

The costs of the producer are now:

,11 ,12 ,11

,21 2 ,22 2

ˆ ˆ ˆ(1 ) ( )(1 )     
           

ˆ ˆ;

m
p p p

m
p p p p

C u N C C q

C c n C c n q

 = − ξ − π =
 
 = + χ = + χ 

��+�

with

( ) ( )� �� � � � � � ��� � � �� �
� �

��� � 	 � χ = − ξ − θ + − − θ − π  
!#$	���	��������	%���	!��,

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

,11

,12

2

,21 2

,22

2

2

ˆ ( )(1 );     

ˆ ( ) 1 (1 )

            + ( ) ( , ) 1 (1 )

ˆ ( ) ( , ) 1 (1 );   

ˆ ( ) 1 (1 ) +

( )

( , ) 1

( , ) 1

S

m
S S S

m m
Sb

n n
S SR

m
S S S

n m

n m
SR

m
Sb

C u N

C c m c N m q

u N q c N q

C u N q c N q

C c m c N m q

u N q

c N q q

c N q

+

= ξ − π

= + − − − π +

 ξ + θ − − π  

= ξ + θ − − π

= + − − − π


ξ +

θ −

+ θ −

(1 ).


 
 

− π 
 
 
 

�-.�

/����!�	�!����#0	"�	���	��������	!#$	���	���$�%��	%!#

���#	"�	$������#�$	"�	��#���1�#0	���	�2��%��$	%����

��"&�%�	 ��	 ���	 ���%����$	 ���3	 %�#���!�#��	 ���	 �!%�(	 �

�������#	%!#	��	%�����	"�	���#$	#�����%!���(	�2���%���� 

���	���"���	��	���	������	���!��0�%	�!����#0	���"���,

( )

( ) ( ) ( )

( )

   β − β β −     − − + +    −β −   
β − β β −

+ − + − +
−β −

  β − β β −   −  −β −   

 
  

 

 

 

 
  

 

, , , ,

, , , , ,

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

n m
p S S

p p p pmnn
S

n m
p S S

p p p p pmn
S

n m
p S S

S Smnm
S

q q
Min C C C C

qq

q q
C C C C C

qq

q q
Min C C

qq

11 12 21 22

12 22 21 22 22

11 12

11

11

11

( ) ( ) ( )

 − + + 

β − β β −
+ − + − +

−β −

 

 

, ,

, , , , ,

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

S S

n m
p S S

S S S S Smn
S

C C

q q
C C C C C

qq

21 22

12 22 21 22 22
11

�-��

�#�����#0	���	%���	�#�����	���	���	���$�%��	���	�2!���� 

)�	�"�!�#	!����	����	�!#����!���#�	��!�,

( )( )[ ]

( ) [ ]

( )

β β − β − − ξ − +

 
+ β β − − ξ − − +  − π 

 + β − − ξ + − + 

 + + − ξ + − − π

   

        

       

       .               

/ ( ) ( ) ( )

/ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

n m
p S S PR

n

pn m
p S PR

m n n
S PR

p n n m
PR

Min q q u N c N

c n
q q u N c N

q u N q c N q

c n
u N q c N q q

1

1
1

1 1

1 1
1

�--�

( )

( )

� �� � � �
�

� � �� � � �
�

�
�

�

��
� � ��

�

	 �

�� � �

	 �
� 	 � � �

β − ξ + +
− π

  β − β + − − ξ   β − π  

( �-4�

����� ����� � �		
����	�� �	� ������� ���
����	�� �	���

��	���	"����	!#$	���	��������	�����	%�����!��	�#	��$�%�#0

���	�#���%���#	%���	���#	��0#���#0	���	%���	"�5�!���2�	)�

�!'�	 !#	 ������1!���#	 ���"���	 ���3�#0	 ��	 ��#���1�

�#���%���#	!#$	�%�#���%	%���� 	��"&�%�	��	!	���	��	���3

%�#���!�#��	���%����$	"�	"���	���	��������	!#$	���	"����(

�����	%����	%�#����	��	���	���,

( )
= =

+∑ ∑     , ,
, , ,

ˆ ˆ :
i p j Si j

n m

i j p ij S ij
x n y n i j

Min x y C C Subject to
1 1

, , , ,
1 1 1 1

, ,
1 1

(1 ) ;   ;

;   .

m n m n

i j p i S j p i j p i S j p
j i j i

m m

j S j S j S j S
j j

x y x y

y y

= = = =

= =

α −α ≤ α β β = β

α ≤ α β = β

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
�-6�

7��	-	!����#!��'�� 	����	���"���	��	���������$	��#%�	2	!#$

�	 !��	 0�'�#	 "�	 ��8�(	 	 /�	 %�����	 ���	 ����	 �2��#��'�

(
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�!����#0	!����#!��'�� 	)�	)���	�"�!�#	$������#�	������� 

�����%��#0	���	���3�	������$	�#	���	%�#����	���%�$���(	���

���"����	)�	)���	�!%�	)���	���#	"�	����#��!���	#�����%!�(

��������	���		
�������
�	���������� ��
�� ��

������ �	�� �����

9�	 �!�#�!�#	 ���	 ������%���	 ���	 ��:5�	 �!����#0

!����#!��'��	 !"�'�(	 ���	 %�������#$�#0	 �2��%��$	 %���

'!����	��;�!���#�	+�	���	���	"����	!#$	���	��������	!��

!�	0�'�#	"���)	�#	�!"��(

���	�����)�#0	����#��!�	���3	��#����'�	�������#�	�)����

�#��	 � �≤ < 	 !#$	 � ��≤ < 	 	 !��	 ��!��"���	 ����$	 ���

�����)�#0,

( ) ( )

( )

( )

= = → β = β −θ β = −θ

= → β = β β ≠ β

= → = β

β
< < −θ < <

β

< < −θ β <

feasible 

 not feasible if 

 not feasible

 implies 

 implies <

*

*

, ; ;

;

;

n m
p S S

S p S p

S

pn

S

m
S

x y

x

y

x

y

0 0 1 1

1

1 1

0 1 1 1

0 1 1 1

�-8�

�#	 ���	 %!��	 	�� � �= = 	 )�	 �!'�	 ���	 �����)�#0

%�#$����#	���	�����!����,

( )
( )( )

	 �

� �

�
�

�
�

β − − θ
≤

− − θ
		)���

( )( )− ≤ + − − θ
− π
p nc n

U T U T1 2 2 2 1
1

( �-<�
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