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KOMPIUTERINITJ INTEGRA VIMO TECHNOLOGIJTJ PAL YGINIMAS SUDARANT 
GEOMETRISKAI NETIESINIO SLUOKSNIUOTOJO BAIGTINIO ELEMENTO 
PRADINITJ POSLINKITJ MATRICJ\ 

v. Kulinic 

Vilniaus Gedimino technikos universitetas 

1. fvadas 

Statyboje ir kitose technikos srityse pastaruoju metu 

naudojama vis daugiau kompozitiniq ortotropiniq kon

strukciniq elementq. Sprendziant pakankamai plonq 

sluoksniuotqjq statybines ir kitos paskirties ploksCi4_ skai

Ciavimo uzdavinius, rezultatai daznai biina netiksliis, jei

gu laikomasi prielaidos, kad konstrukcijos elementq po

slinkiai ir deformacijos yra labai mazi. 

Daugelyje zinomq komerciniq ir moksliniq skaiciuo

jamqjq paketq, toki4_ kaip ABAQUS, ALGOR, ANSYS, 

COSMOS/M, nerealizuotas geometrinis netiesiskumas 

sluoksniuotoms plokstems [1-4]. Sia kryptimi vykdomi 

tyrimai ir yra sukurta daug programq, taciau kompozi

tinems (sluoksniuotosioms) konstrukcijoms modeliuoti 

dazniausiai kuriamos tokios metodikos, kurias galima 

sekmingai taikyti tik tam tikriais konkreciais atvejais 

[5]. 

Yienintelis bendrojo pobiidzio baigtinis elementas 

sluoksniuotosioms ortotropinems lenkiamosioms ploks

tems, kuriam nekeliami jokie formos, sluoksniq storiq, 

medziagq fizikiniq bei mechaniniq charakteristikq, or

totropiskumo asiq krypties, apkrovimo biido ir krastiniq 

S<tlygq reikalavimai, yra TRIPLT [6]. TaCiau iki sial 

siam pakankamai sudetingam elementui, turinciam 50 

laisves laipsniq, nebuvo realizuotas geometrinis netie

siskumas. 

Atliekamq tyrimq tikslas - pagal element<t TRIPL T 

sukurti universalq geometriskai netiesini sluoksniuot'lii 

element<t, kuris gali biiti naudojamas ivairiausioms 

(iskaitant ir gelzbetonines) plokstems modeliuoti. 

Realizuojant geometrini netiesiskum<t daugiausia de

mesio skiriama liestinei standumo matricai, kuri yra 

svarbiausia vykstant iteraciniams procesams. Kadangi 

kiekviename iteracijos zingsnyje su ja atliekami ivairiis 

veiksmai, todd galima teigti, kad skaiciavimo modelio 

efektyvumas labiausiai priklausys nuo liestines standu

mo matricos sudarymo ir apdorojimo algoritm4_ efekty

vumo. Simns matricoms sudaryti taikoma kompiuteri

nes algebras technologija. 

Straipsnyje parodyta, kaip zinomam tiesiniam ele

mentui TRIPL T pritaikomas geometrinis netiesiskumas, 

apibiidinta liestine standumo matrica geometriskai ne

tiesiniam elementui ir pateiktos pradiniq poslinkiq mat

ricos israiskos. 

Paprogramiai pradini4_ poslinkiq matricai skaiCiuoti 

isvesti taikant kompiuterinc:t algebr<t. Straipsnyje apra

sytos kompiuterinio integravimo procediiros ir lyginami 

integravimo metodai. 

2. Baigtinis elementas TRIPL T 

Sluoksniuotojo baigtinio elemento TRIPLT geomet

rines matricos gaunamos naudojant nonnuot<tsias L-koor

dinates [7, 8]. Poslinkiai ir posiikiai elemento viduje is

reiskiami, naudojant mazginius poslinkius (posiikius), jq 

gradientus ir poslinkius (posiikius) elemento viduje [7]. 

Atsizvelgiant i tiesinc:t ir netiesinc:t dedam<tsias, 

sluoksniuotojo baigtinio elemento TRIPLT defonnaci

jas galima uzrasyti taip: 

£/{1 - tiesine membraniniq defonnacijq dalis; Eg 
lenkimo defonnacijos (kreiviai); Eb - slyties defonna

cijos; £ f1 - netiesine membraniniq defonnacijq dalis; 

'Jf={lji11 ,'Jfv,'Jf,.,'Jfe~o'Jfe2 f - visq mazgini4_ poslin

kiq ir posiikiq vektorius; 
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lis, kuri susideda is trijl[ submatricl[, atitinkanCil[ memb-

ranines, lenkimo ir slyties deformacijas: 

Hj[F]-1 oT OT oT oT 
oT Hj(Fj1 oT or oT 

Hj[F]-1 Hj(Fj1 oT oT oT 
oT oT oT -Hj[Fj1 oT 
oT oT oT oT -H:Z:,[F]-1 

oT oT oT -Hj(FJ1 -H~(Fj1 

oT oT Hj[FJ1 oT -HT[Fj1 

oT oT Hj[Fj1 -HT[Fj1 oT 

(2) 

[F] - konfiguracijos matrica, kurios israisk<t galima ras

ti literaturoje [7]; 

~:; 1 = [nf] - goomotr;ne> m•t<;w, not;";ne dah> 

Remiantis geometriskai netiesinil[ baigtini4 elementl[ 

teorija [7], netiesine membranini4 deformacij4 dalis ga

li buti uzrasyta taip: 

(3) 

Taip gaunama geometrines matricos netiesines da

lies [ Bf] submatrica: 

(4) 

Visi kiti matricos [ Bf] elementai yra nuliniai vek-

toriai: 

{:~} {:;} [nd t:~t in 
[sr]= oT oT oT oT oT 

oT oT oT oT oT 
oT oT OT oT oT (5) 

oT oT oT oT oT 
oT oT oT oT oT 

Jegos ir momentai, veikiantys sluoksniuotojoje 

ploksteje, skaiciuojami pagal zinomas israiskas [9, I 0], 

0 sluoksniuotosios plokstes membraninil[, lenkimo ir sly

ties itempiml[ atstojaml[jl[ vektorius gali buti uzrasytas 

taip: 

0" =[[I 

Ex,O +£x.L 

E,.,o +Er,L 

E,T.O + £xv.L 

-K, 

-K,. 

-2KX1' 

Yv:: 

Yx:: 

[[I] - bendroji medziagos tamprumo matrica: 

[

[A] [B] [0]~ 
[.(1]= [B] [D] [~] . 

[0] [0] [A 
(7) 

Submatricos [A], [B], [D] ir [A] gaunamos is je

gl[ ir momentl[ israisk4, naudojant integravimo proce

duras [9, l 0]. 

3. Liestine standumo matrica 

Remiantis baigtini4 elementl[ teorija [7], geomet

riskai netiesines baigtini4 elementl[ sistemas lygtis yra: 

(8) 

[ K T ('If)] - liestine ( tangentine) standumo matrica, 

priklausanti nuo mazginil[ poslinki4 vektoriaus 'If ir 

susidedanti is iprastines tiesines tampriosios standumo 

matricos [ K0 ] ir dviejl[ pakopinil[ standumo matric4: 
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pradini4 itempiml[ matricos [ Ka] , kuri prik1auso nuo 

einamosios itempim4 biisenos, ir pradini4 poslinki4 (ar

ba didelil[ poslinki4) matricos [ K L], kuri tiesiskai 1r 

kvadratiskai prik1auso nuo pos1inkil!_. 

Baigtinio e1emento pradini4_ pos1inkil[ matrica: 

[K[]= f[BoT [9][B[]dfi+ 
~ 

(9) 

arba isreiskiant bendrosios tamprumo matricos submat

ricomis (7): 

[Kf]= f[Bptj [A][Bf]dfi+ 
~ 

f[Bb j [B][Bf]dfi+ f[Bff [A][BP1]dfi+ 
~ ~ (I 0) 

f[Bff [B][Bb ]dLH f[Bff [A][Bf]dfi. 
~ ~ 

4. Pradiniq poslinkiq matrica 

Pradini4 pos1inkil!_ matricai gauti is ( 1 0) naudoja

mos (!OxlO) dydzio bazines matricos [7]: 

[Ti.jJ=[FjT fu,iH~[FjT lJiwHjdfi[FjT ir (11) 

~ 

[ru.kt ]= 
[FrT fHJ'If~.[FrTH,JHj[FrT \JfwHjdfi[FrT (12) 

~ 

(i, j, k, l=l, 2). 

Visa pradini4_ pos1inki4 matrica (50x50) susideda 

is devyni4 (!Ox 1 0) dydzio submatricq: 

[o] [o] [K Ll3] [o] [o] 

[o] [K L 23 ] [o] [o] 

[KJ= [KL3J [KL3J [KL35] 
[o] [o] 

(13) 

symm [o] 

cia: 

[K Ll3] = A,,[Tui J+ A12 [Tl,22 J+ A26 [T2,22 J+ 
A66 (IT2,21 ]+ [T2,12 D+ Al6 aT2,11 ]+ [Tl,21 ]+ [Tu2 n 

[K L23] = A12[T2.llJ+ A,dTw J+ A22[T2.22 J+ 
A66 aT1,21 ]+ [Tu2 D+ A26 aT1,22 ]+ [T2,21 ]+ [T2,12 n 

B66(h.2J + v2.12r )

Bl6(v2.ll r + v1.21 r + h12 r) 

[K L35] = -Bl2 v2.11] - Bl6 Vui f -B22 V2.22 f -
B66(vuJ + V1,12f )

Bz6(h22f + h.21f + V2.12f) 

[K L33] = Att [1] I.ll ]+ A22 [T22.22 ]+ 

A,2 u1] 1,22 r + rl] 1,22 J)+ 

A,6([7JuJ +[r"·'2f +[r,~,2t1+[r,u21)+ 

A26(r1J2.22J+ [T2t.22 ]+ [rt2.22 r + [r21.22 r )+ 

A66(r1J2.21 ]+ [1J2.12 r + (7]2.12 ]+ [T21.12]} 

(14) 

A ir B. yra ska1iariniai bendrosios tamprumo mat-
If " 

ricos (7) komponentai, o kokybiskas bazini4_ matricq 

israiskas ga1ima gauti tik taikant kompiuterin(( algebr'l 

[11], naudojant ana1izini arba skaitini integravimq. 

5. Pradiniq poslinkiq matricos sudarymas, taikant 

kompiuterin~ algebrl! 

Bazines matricos [ If,Jk ] (i, j, k= 1, 2) ir [ Tfj.kl] 

(i. j, k, I= 1, 2) gaunamos, suintegravus funkcij as, i ku

rias ieina atitinkamai sestojo ir astuntojo 1aipsnio 

L-koordinaci4_ po1inomai, naudojant ana1izini integravi

ill<l paga1 fonnu1(( [7]: 

(15) 

ir du skaitinio integravimo biidus, kurie toliau bus va

dinami Gauso ir Radau metodu (naudojant Gauso ir 
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Radau svono koeficientus [ 12]) ir Hammerio metodu 

(naudojant Hammerio svorio koeficientus [13]). 

Sestojo 1aipsnio po1inomui skaitiskai suintegruoti 

reikia ne maziau kaip septyni4. integravimo task4., as

tuntojo laipsnio po1inomui - ne maziau kaip devynil!. 

task4. [12]. Deja, taikant Gauso ir Radau metodq in

tegruojama arba keturiuose, arba devyniuose taskuose. 

taigi abiem atvejais tenka imti devynis taskus (1 pav.). 

I pav. Taskai, skirti integruoti trikampio plote Gauso
Radau metodu 

Fig I. Integrating points in a triangular region by Gauss
Rada 

Skaitinis integralas apskaiciuojamas pagal fommh~ 

[ 12]: 

11 11 

I= LLWf(Ll,L2,L3), (16) 
i=l j=l 

cia f( L1, ~, y) - integruojama funkcija; miist.t atveju 

tai: 

sestojo 1aipsnio po1inOlll4. matrica, arba -

astuntojo laipsnio polinomt.t matrica. 

W - svorio koeficientai: 

W= AS(i)H(j)(l-Ll). 

Integravimo task4. koordinates: 

Ll = A/(i), 

L2 = AJ(j)(l- L1 ), 

L3 = 1 - L1 - L2 , 

i,j=1, 2, 3. 

(17) 

( 19) 

(20) 

Funkcij4. A/(i), Al(j ), AS(i), H(j )d reiksmes ima-

mos is lentelil! [12]. 

Integruojant Hammerio metodu sestojo 1aipsnio po

linomui imami septyni taskai (2 pav., a), 0 astuntojo 

laipsnio polinomui- devyni (2 pav., b). 

a b 

• • 
,..· .. .. ··---

_.--
"' • .. • 
~ 

• • ·--- ..• __ 

2 pav. Taskai, skirti integruoti trikampio plote Hammerio 
metodu: a) sestojo laipsnio polinomui, b) astuntojo 
laipsnio polinomui 

Fig 2. Integrating points in a triangular region by Ham
mer: a) for sixth degree polynomial, b) for eighth de
gree polynomial 

Skaitinio integravimo fomm1e [13]: 

11 

I = L l-Yj fi ( Ll ' ~ ' L3) , (21) 
i=l 

11 = 7- sestojo laipsnio polinomui; n = 9 - astuntojo 

1aipsnio polinomui. 

Hammerio svorio koeficientai Wi ir task4 koordi

nates imami is lente1il! [13]. 

Kaip matyti is 1enteles, kurioje pateiktas metodt.t 

efektyvumo palyginimas, tiek integruojant ana1iziskai, 

tiek ir skaitiskai, reikia atlikti labai daug aritmetinit.t 

veiksm4., nors skaitinio integravimo atveju .il! reikia zy

lllJai maziau. 

Verta pazymeti, kad pradinit.t poslinki4 submatri

cas isreiksti, naudojant bazines matricas, reikia tik ana

liziniam integravimui, nes kiekvienas po1inomo narys 

turi buti integruojamas atskirai. TaCiau, integruojant skai

tiskai, sumuojamos pacios integruojamos funkcijos, tai

gi naudoti siam tiks1ui isp1estas submatricas [Ku;J (14) 

biit4 labai neraciona1u. Siuo atveju reikia siekti kuo di

desnio kompaktiskumo jau normuot4.i4 koordinaci4 Ir 

mazgini4 poslinkit.t vektorit.t 1ygiu. 

Pavyzdziui, galima isskirti skaliarines dalis: 

TF-TH HTF-1 S 'l'w ,i= ,i 'Vw= i (22) 

ir apskaiCiuoti jas atskirai kiekvienam integravimo tas

kui, is integravimo lentelit.t irasius atitinkamas integra

vimui paruostas H .1 ir H .2 reiksmes ir koordinates, 

taip formuojant vektorius, kurit.t kiekvienas elementas 

yra skaliaro si reiksme vienam iteracijos zingsniui. 

Savo ruoztu atskirais paprogramiais kuriamos ir 

(10x9) dydzio matricos H,1 ir H.2 kuri4 stulpeliai 
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Integravimo metodq efektyvumo palyginimas, atsizvelgiant i gautq Fortrano paprogramiq slankiojo kablelio operacijq skaiciq 

Comparison of effectiveness of the integrating methods based on amount of floating point operations in FORTRAN subroutines 

Budai 

Matrica Analizinis Gausso ir Radau Hammerio 

operacijq taskq operacijq taskq operacijq 

Naudojant bazines matricas [T,: k] ir [TuJ 

[T;;J 139·101 9 102·10' 7 80·10' 

[Tiki] 1752·103 9 197·10' 9 197·10' 

[KL] 18,6·106 2,8·106 2,6·106 

Naudojant tarpinius vektorius ir matricas [HJ {S), [H;SJ, [MHsr~J 

[H;J 

{S) 

[HS] 
·'I 

[MHSA;) 

[Kw 
i=1, 2, 4, 5 

[KuJ 

[KL] 

* visoms keturioms matricoms skaiciuoti 

* to have all four matrices calculated 

yra normuotl!.iq koordinaciq vektoriai H .1 ir H .2 , ira

sius reiksmes is integravimo lenteliq. Po tam tikrq per

tvarkymq matrica [ K L33] yra tokia: 

(KL33)= f[sff[A)[sflt~ = [FfT X 

I'> 

israisk<t po penkis kartus, jas taip pat verta suskaiCiuoti 

is anksto. Tai irgi bus (1 Ox9) dydzio matricos. Sub

matricos [K03] skaiciavimq galima dar labiau supap

rastinti, kadangi ji yra simetriska. 

7 193 

9 237 

7 746 

9 950 

7 75 

9 93 

9 634 

7 60 998 * 

9 78 378 * 

9 11 859 

7 ir 9 72 857 

9 87 011 

Panasiis pertvarkymai atliekami su kitomis [Ku) 

submatricomis. Kadangi matrica [:KJ yra simetriska, be 

[K03], belieka suskaiciuoti keturias submatricas. Sub

matrices [KL 13 ] israiska, naudojant skaitini integravimq: 

wi- Hammerio svorio koeficientai; n = 7 arba n = 9 pri

klausomai nuo pasirinkto integravimo tikslumo. IS pir

mo zvilgsnio gali atrodyti, jog biittt racionaliau sub

matricoms [KL 13], [KL23], [KL34] ir [KL35] naudoti tas 

pacias [HJ, {si}, lu.isij (i,j =I, 2) israiskas, ku-
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rios buvo naudojamos submatricai [Krd gauti, t. y. nau

doti didesni, negu reikia, integravimo tikslumq (11 = 9), 

kad nereiket4. perskaiciuoti minet4. tarpini4. vektori4. 1r 

matric4., kai 11 = 7. 

Taciau, naudojant MATHEMA TICA, isvedus rei

kalingus paprogramius, paaiskejo (zr. lentel(;(), kad, kai 

integravimas yra pakankamai tikslus (t. y. atskirai skai

ciuojami tarpiniai vektoriai ir matricos, kai 11 = 7 ir kai 

11 = 9), bendras operacij4. skaicius matricai [KL] suskai

ciuoti yra mazesnis. 

6. ISvados 

Taikant kompiuterines algebras technologijq buvo 

integruoti sestojo it astuntojo laipsnio polinomai ir gau

tos pradini4. poslinki4. matricos geometriskai netiesiniam 

sluoksniuotajam baigtiniam elementui TRIPL T. 

ISanalizavus integravimo rezultatus, galima teigti 

kad: 

I. Taikant skaitini integravimq slankiojo kablelio 

operacij4. skaicius yra pakankamai mazas. Tai leidzia 

realizuoti programq plaCiai prieinamomis kompiuterine

mis priemonemis, taigi siuo atzvilgiu nera ypatingl.!. kliil

Cil.!. geometrini netiesiskumq efektyviai taikyti TRIPL T 

tipo baigtiniam elementui. 

2. Kompaktiskiausi paprogramiai gaunami polino

mus integruojant skaitiskai, su Hammerio koeficientais, 

naudojant tarpinius vektorius ir matricas. 

3. Sestojo laipsnio polinomui integruoti nebiltina 

taikyti Gausso ir Radau metodq: integravimo tikslumui 

nereikia siam elementui devynil.!. taskl.!., bet siuo atveju 

devyni taskai - tai minimumas, kuris butinas taikant si 

integravimo metodq. 

4. Astuntojo laipsnio polinomo integravimo israis

kos turi beveik vienodq operacij4. skaici4. tiek taikant 

Gausso ir Radau metodq. tiek Hammerio. Kadangi tai

kant Hammerio metodq integravimo taskai trikampio 

plote isdestomi simetriskai ( 1 pav. ir 2 pav. b), uz Gaus

s a ir Radau metodq jis turet4. bilti efektyvesnis ir siuo 

atveju. 

5. {vertinus tai, kad analizinio integravimo rezulta

tas yra tikslus (kiek leidzia kompiuterinis skaiciavimas), 

nebiltina visiskai jo atsisakyti. Jis gali bilti taikomas, 

konstrukcijas skaiciuojant su galingais kompiuteriais, ku

rie gali atlikti kelis milijonus operacij4. per sekund(;(. 
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COMPARISON OF COMPUTER-AIDED INTEGRATION 
TECHNIQUES WHEN OBTAINING INITIAL DISPLA
CEMENTS MATRIX FOR GEOMETRICALLY NON
-LINEAR LAMINATED FINITE ELEMENT 

V. Kulinic 

Summary 

Geometrical non-linearity of the laminated element has 

not been realized so far in the widely known commercial 

finite element method packages such as ABAQUS, ALGOR, 

ANSYS, COSMOS although researches in that field are ac

tively carried out. On the other hand, there is a Jot of pro

blems where large displacements and deformations must be 
dealt with to obtain a precise decision. 
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A wide range of composite orthotropic materials is used 

m constructions and other fields of technology. Various nu

merical methods were implemented to handle laminated pla
tes and shells, however most of them are intended for appli

cation only with particular types of the structures. 
The author's aim is to develop a geometrically non

linear finite element that could be effectively used for analy

sis of various laminated slabs regardless of their shape, thic
kness of laminae, properties of materials. direction of orthot

ropy axes, way of loading and boundary conditions. 

Obtaining and handling the element's initial displace

ment matrix used in the iteration process is a highly compli
cated issue requiring significant amount of computer resour

ces to be involved. One of the most important aims of the 

research is to develop an element which could be used not 

only in an expensive multiprocessor mainframes, but also in 

an usual personal computer. 

For the structure, a sophisticated finite element TRIPLT 

having 50 degrees of freedom is used. The geometrical mat
rix for this element is obtained involving L-coordinates' array 

while displacements and rotations in the middle of the ele
ment are expressed through the nodal displacements (rota

tions), their derivatives, and displacements (rotations) in the 

central point. Linear and non-linear components for the geo
metrical matrix are shown in Eqs 2 and 5. 

The behaviour of a geometrical non-linear finite ele

ments structure is described by Eq 8. The tangent stiffness 

matrix consists of the conventional linear elastic stiffness mat
rix, initial stress matrix and initial displacements matrix which 

is obtained by Eq I 0, using both analytical and/or numerical 

integrating. 

The analytical integrating involves expanding of the ap

propriate expressions into basic matrices (Eqs II, 12) and 

using fonnula 15. The initial displacement matrix in term of 

constitutive matrix's elements and the basic matrices is shown 
in Eqs 13 and 14. 

Numerical integrating is conducted by two methods: those 
using Hammer and Gauss-Radau weight coefficients. Numeri

cal approach is applied both to the basic matrices and facto
rised expressions of submatrices involving intermediate arrays 
and matrices (Eqs 23, 24). 

Two ways of obtaining the intermediate arrays and mat
rices are discussed. 

Because of high complexity of the procedures involved 
the computer algebra system Mathematica was used for the 

integrating and recording FORTRAN codes. 

Comparison of the effectiveness of all the procedures is 

presented in a table. 

The investigation results show that the initial displace

ment matrix obtained by means of numerical integration in
volves a small amount of arithmetic operations to be handled 

with a usual personal computer. 

Valentinas KULINIC. MSc (Eng). Vilnius Gediminas Tech
nical University (VGTU), Sauletekio a!. II, LT -2040 Vilnius, 

Lithuania. E-mail: valentinas@tilde.lt 

A graduated of the VGTU ( 1994, civil engineer). MSc 
(1995). Project manager (Tilde IT Ltd.). Research interests: 

non-linear structural analysis, object-oriented and component

based finite element programming, mechanics of concrete. 

358 




