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��~P~ ½ Á�� � ¿¬Á Â � Â5�9� � Á ¿C¾ � Á���¾��C¾ � �Z¾�Â5�{� � Á ¿C¾W�	Â ½ ¼ Ë ¾ Ë ¾Z¿CÊ�Â ��É � ÂJ�\¾ ½½ Á ~ ¿CÁ��®Â5� ~ � � � Ä
� Â ½ Á�� ~ �¬Â � ½ ¾ Ë É Â3��� ó.� ½ ¾ �	� ¿¬Â ½ Á � ¾ � � �V½�� ¾ � � � Á�� É���É ¿C¾ Ë É Â3�.¾L� ¼/� ¿CÁÂ �/É Â3�+¿¬Ê�¾
� Â5� Ë

AX = F, � Ã	�ÃL�
� Ê�¾��¬¾ A Á É�� ~ Â É Á¥¿¬Á��:¾ � ¾'� � Á¥¿¬¾ A > 0 �/É�� Ë�Ë ¾Z¿��¬Á�� Ë � ¿��¬Á=� Â5� � Á Ë ¾ �/É ÁÂ � N × N �
F Á É ¿CÊ�¾{�¬Á � Ê8¿ Ä Ê �V���©É Á � ¾{�:¾��Z¿CÂ5� �:�	��� X Á É ¿CÊ�¾ É Â ½¼ ¿CÁÂ � �:¾��Z¿CÂ5� �5� ¾ � ÂV¿¬¾.¿¬Ê � ¿ÅÁ �
É���É ¿C¾ Ë É Â � ¿ � Á � ¾ ��� �£¿C¾�� � ~P~ �¬Â���Á Ë � ¿¬Á Â � Â3�%� ó6�xË � ¿��¬Á��¸¾ É A � �¬¾ É ~ � � É ¾ �	��� Á �Ë �	�^� � �:É ¾ É ¿¬Ê�¾ ��� �¬¾ �V½ôÉ Â � �V�/� ¾ � �
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	�¯��_¦�¸ª¸¶¸ä�¨����#¯_¢)¹�ªZ¤/¡³ªZ¤��ª
� Â É Â ½ �	¾ ÉC¼ �@Ê É���É ¿C¾ Ë É ¾��+�ZÁ¾ � ¿ ½�� Á Éè�	� Á ËW~ Â5�C¿ �	� ¿ ~ � �C¿èÂ3� Ë � ¿CÊ�¾ Ë � ¿¬Á�� �V½Ë Â � ¾ ½ ½ Á �P� ¿C¾L�@Ê � Â ½ Â �5� ��� ¿C¾�� � ¿¬Á��:¾ Ë ¾Z¿CÊ�Â ��É ¿ � À	¾ �	� � �V� ¿ �3� ¾\Â5�
¿CÊ�¾A� � ��¿6¿CÊ � ¿ Ë � Ä

¿��¬Á��¸¾ É%� �C¾ É ~ � � É ¾ �V�/� ¿CÊ�¾��C¾�� Â5�¬¾
¿CÊ�¾ �K� �¬¾ � ¿%¿CÊ�¾y�Z¾ � ¿¬¾��µÂ3� Ë Â É ¿ Ë Â � ¾�� � ��¼ Ë ¾��¬Á�� �V½�ZÂ � ¾ É\�	����É Â3�£¿ � � �¬¾ ¿¬Â8Â ½É ��� ¾ �	½É Â � Â	¿C¾�¿CÊ � ¿ ~ � � �V½½ ¾ ½ Á�� � ¿CÁÂ � Â5��Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ �	½�� Â Ä
�CÁ ¿CÊ Ë É � �V� � ¾ � Â � ¾ Ë Â5�¬¾\¾ �	É Á ½�� ¿¬Ê �V� ¿CÂ ~ � � �V½½ ¾ ½ Á��¸¾ � Á��C¾L��¿ �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë É �

��Ë Â �P� Á¥¿¬¾�� � ¿CÁ��	¾ �V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É � � �¬ÁÂ ¼�É Ë Â � Á���� � ¿CÁÂ �/É Â3� � � ��½ Â�� ÉN¼ � É ~ � �Z¾
Ë ¾¸¿CÊ�Â ��É'� �¬¾ Ë Â É ¿ ~ Â ~ ¼�½ô� � �&� ¾�� � �¬Â � ¼�É ¿ Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��É � �V� � ¾ � ¼ Á ½ ¿ � ��¼�É Á �P� ¿CÊ�Á É
� ¾ � ¾�� �V½+� ~P~ �CÂ � �@Ê �ð� ¿©Á É Á ËW~ Â5�C¿ �V� ¿�¿CÂ � Â	¿C¾�¿CÊ � ¿ Ë Â � Á=��� � ¿¬Á Â ��É Â3� Ë �V�^� Á ¿C¾�� Ä
� ¿CÁ��	¾ � � ��½ Â���¿ � ~ ¾ �V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É � �C¾èÀ � Â � � � ÂJ� É Â ½¼ ¿CÁÂ � Â5� ½ Á � ¾ � � É���É ¿¬¾ Ë É � Á ¿CÊ
� Â � Ä É�� Ë�Ë ¾Z¿I�CÁ�� �	½ Ë � ¿��¬Á=������� �

� Â5�V�ZÂ Ë ~ ½ ¾¸¿C¾ � ¾ É¬É Â3�K¿¬Ê�¾ ~ �C¾ É ¾ � ¿ � ¿¬Á Â � � ¾ � Á ½½�� ¾ É ���CÁ � ¾ � �¬Á ¾! �r� � ¾ � ¾�� �V½
É �@Ê�¾ Ë ¾ � Â5� Â � ¾ Ä É ¿C¾ ~ � � �CÁ � ¿¬Á Â ���V½ Á¥¿¬¾�� � ¿CÁ��	¾ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É �0� ¿ Á É � ¾ ½½ À � Â � � ¿CÊ � ¿
É���É ¿C¾ Ë Â3� ½ Á � ¾ � ��¾�� ¼�� ¿¬Á Â ��É � Ã:� Ã�� Á É ¾L� ¼ Á�� �V½ ¾ � ¿©¿¬Â Ë Á � Á Ë Á�� � ¿CÁÂ � Â3�A� ¼��	� � � ¿¬Á��
� ¼�� ��¿¬Á Â ���V½ Q(Y ) = (A(Y −X), Y −X), � Ê�¾��¬¾ (X, Y ) � ¾'� � ¾ É$�	� Á ��� ¾�� ~ �¬Â ��¼ ��¿
Â3� ¿ � Â �	¾L��¿CÂJ� É �"��� �P� ¾:�ZÂ �/É Á � ¾��Å¿¬Ê�¾A� � �¬Á � ¿CÁÂ ���	½ Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��� ¾'� � ¾ � � �

Xn+1 = Xn − τnP n, n ≥ 0, � Ã	� Ç5�
� Ê�¾��¬¾ É Â Ë ¾ Á � Á ¿CÁ �V½�� ~P~ �¬Â���Á Ë � ¿CÁÂ � Â3�+¿¬Ê�¾ É Â ½¼ ¿CÁÂ � X0 Á ÉU� Á��:¾ � �$# ¾��¬¾ P n � �C¾
À � Â � � �	¾��Z¿CÂJ� É �	��� ¿¬Ê�¾ �;� ¾�� � ¾è¿¬Ê�¾ � Á��¬¾��Z¿CÁÂ � �	¾L��¿¬Â5�:� ÂJ� Ë Á � Á Ë Á�� � ¿CÁÂ � Â5�Å¿¬Ê�¾
� ¼�� ��¿¬Á Â ���V½ Q(Xn+1)

�&% ��É Â ½ ��Á �2� ¿¬Ê�¾�Â � ¿ � Á � ¾ � � ¼/�	� � � ¿¬Á���¾L� ¼/� ¿CÁÂ � � Á ¿CÊi�¬¾ É ~ ¾L��¿
¿CÂ τn

� ¾ � ¾Z¿�¿CÊ�¾KÂ ~ ¿CÁ Ë �V½ � �V½¼ ¾KÂ5�%¿CÊ�¾ ~ � � � Ë ¾Z¿¬¾��

τn =
(AXn − F, P n)

(AP n, P n)
.

� Ê�¾ Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��É Â5�$' ¹áª@ª)(�ªZ§�¹+*®ªZ§¸±¬ª¸¤�¹ � ��ó � �	����ñ�¡£¤�¡£©¯_¢ � ªZ§�¡³«_¦�¯_¢)§ � ���k� � �C¾ Ë Â É ¿~ Â ~ ¼�½ô� �+¾'� � Ë ~ ½ ¾ É Â3� ÉC¼ �@Ê �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë É �"�,� �
� ¾Z¿ A

� ¾ É�� Ë�Ë ¾Z¿I�CÁ�� �V��� ~ Â É Á¥¿¬Á��:¾ � ¾'� � Á ¿C¾ Ë � ¿��¬Á=� Ê � �8Á �P� ¾¸Á � ¾ � � �	½ ¼ ¾ É

0 < λ1 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λN .

� Ê�¾ � κ(A) = λN/λ1
Á É ¿CÊ�¾��¸Â ��� Á¥¿¬Á Â �®��¼ Ë � ¾��
Â3� A �V� ��� ~P~ ½ Á�� � ¿¬Á Â ��É � Â5� É Â ½¼ ¿CÁÂ �

Â3� É ¾L�ZÂ ��� Â5� � ¾��+¾ ½ ½ Á ~ ¿CÁ��A� ó6� É ¿¬Ê�Á É���¼ Ë � ¾�� κ(A) = O(h−2) � 1 � � Ê�¾��¬¾ h Á É.�
É ~ � �Z¾ É ¿C¾ ~ Â5�%¿CÊ�¾ � �¬Á � � Ã3È � ��� ¾¸¿ ¼/É�� ¾ � ÂV¿C¾�¿¬Ê�¾A�	¾L��¿CÂJ� � Â5� Ë

‖Y ‖A = (AY, Y )1/2.

� Ê�¾A�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾�� � ¿¬¾6Â5�&¿CÊ�¾ ��ó~Ë ¾¸¿CÊ�Â � Á É�½ Á � ¾ � � �	��� ¿¬Ê�¾ � Â ½½ Â � Á �P� ¾����¬Â5�Å¾ É ¿CÁ ÄË � ¿C¾KÁ É � �V½ Á � �"�,� Ì

‖Xn+1 − X‖A ≤ ρ‖Xn − X‖A,

ρ =
1 − η

1 + η
, η =

1

κ(A)
.

� Ê ¼/É ¿CÊ�¾ ��¼ Ë � ¾�� Â5�+Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �/É K �C¾L� ¼ Á��¬¾ � ¿CÂ �C¾ ��¼ �Z¾�¿¬Ê�¾è¾����¬Â5�KÂ5�ÅÁ � Á ¿CÁ �V½�� ~�Ä
~ �CÂ���Á Ë � ¿CÁÂ � 1/ε ¿¬Á Ë ¾ É¸� Á � ¾ � ¿¬Â � ¾Z¿+¿¬Ê�¾K¾ É ¿CÁ Ë � ¿C¾

‖XK − X‖A ≤ ε‖X0 − X‖A,
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Á É � Á��:¾ � � � K = 1

2
κ(A) ln(1/ε)

�
� ¾�� � É Á Ë Á ½� � ¾ É ¿¬Á Ë � ¿¬¾ É�� �¬¾ � �V½ Á � � ÂJ� ¿¬Ê�¾ ����Ë ¾Z¿CÊ�Â �&� Â ��½�� ¿¬Ê�¾�¾����¬Â5�èÁ É

¾ É ¿CÁ Ë � ¿C¾ � Á � ¿CÊ�¾ � Â ½ ½ Â � Á �2��� Â5� Ë
‖A(Xn+1 − X)‖ = ‖Rn‖.

� ¼ �@Ê � �:É ¿¬¾�� �ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾�Á É Â � ¿ � Á � ¾ � � Â5��¿CÊ�¾�� çV¤���¦	ò8¯_¹�ª ¨�·C¯	«V¡³ªZ¤/¹ �
	 �A�
Ë ¾¸¿CÊ�Â � ��� Ê�¾�Â � ¿ � Á � ¾ � Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �/É Xn � �¬¾�¿¬Ê�¾ � ¾ É ¿ � ~P~ �¬Â���Á Ë � ¿¬Á Â � Â3�µ¿CÊ�¾\¾�� � ��¿
É Â ½ ¼ ¿¬Á Â � X Â3� � Ã:� Ã�� Á � ¿CÊ�¾ É Â Ä � �V½½ ¾ � � � �8½ Â�� É ~ � �Z¾

Kn(A; F ) = span {F, AF, . . . , An−1F},
�ZÂ �/É Á É ¿¬Á �2� Â3� ½ Á � ¾ � �k�¸Â Ë � Á ��� ¿CÁÂ ��É Â3�ð¿CÊ�¾ {AiF, i = 0, . . . , n − 1} ��� Ê�¾ ¾��I�CÂJ�+Á É
¾ É ¿CÁ Ë � ¿C¾ ���:É ����� Ì

‖Xn − X‖A ≤ 2

(

1 −√
η

1 +
√

η

)n

‖X0 − X‖A.

� Ê�¾ ��¼ Ë � ¾��.Â3�$Á ¿C¾�� � ¿CÁÂ ��É KCG
�¬¾�� ¼ Á��¬¾ � ¿CÂ �C¾ ��¼ �Z¾'¿CÊ�¾®Á � Á¥¿¬Á �	½ ¾����¬Â5� 1/ε ¿¬Á Ë ¾ É

Á É � Á��:¾ � � � K = 1

2

√

κ(A) ln(2/ε)
�

� ¾Z¿ ¼�É � �CÁ ¿C¾ �V� Á ¿C¾�� � ¿¬Á��:¾ �V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë Á � ¿CÊ�¾:� �V� Â � Á�� �V½ � Â5� Ë
Xn = CnXn−1 + τnF.

� Ê�¾��¬¾ Cn = I − τnA
�%� � Â�¿ � ~ ¾ É Â3� Ë ¾Z¿CÊ�Â ��ÉK� �¬¾ ¼/É ¾ � ¿¬Â �ZÂ �/É ¿I� ¼ �Z¿KÁ¥¿¬¾�� � ¿CÁ��	¾

�V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É��V��� ¿¬Â©Á � �	¾ É ¿¬Á �8� ¿¬¾6Á ¿ É �¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾{� � ¿¬¾ ��� Ê�¾ ��� É ¿ Ë ¾¸¿CÊ�Â � Á É � �	É ¾ �
Â � ¿CÊ�¾ �¡£¤�¡£©¯�� ¾ É ¿CÁ Ë � ¿C¾ É Â3� ¿CÊ�¾ É ~ ¾L��¿I� ¼ Ë Â3� Â ~ ¾�� � ¿CÂJ�

min
τ1,...,τk

max
am≤λ≤aM

|(1 − τ1λ) · · · (1 − τkλ)|,

� Ê�¾��¬¾ am, aM
� �¬¾è¿¬Ê�¾ ¾ É ¿¬Á Ë � ¿C¾ É Â5��¿CÊ�¾ É ~ ¾L��¿�� ¼ Ë Â5� Ë � ¿��¬Á�� A

�
� Ê�¾ ¾�� ~ ½ Á��ZÁ ¿
É ¾L� ¼ ¾ � �¸¾$Â3� ~ � � � Ë ¾Z¿C¾�� É τ1, . . . , τk

Á É � �V½ � ¼�½� ¿C¾ � � ��¼�É Á �P� �CÂ�ÂV¿ É Â5�8¿¬Ê�¾ 	 Ê�¾ � ��É Ê�¾��~ Â ½���� Â Ë Á �V½ôÉ � ÃHÈ � �/� Ê�¾ Ë � Á ���	� � �V� ¿ �3� ¾KÂ5�ð¿CÊ�Á É Ë ¾Z¿¬Ê�Â � Á É ¿CÊ � ¿ ~ � � � Ë ¾¸¿C¾�� É�� �C¾�ZÂ ËW~ ¼ ¿C¾ �;¯ (�·�¡³ç_·�¡ Á�� É Â Ë ¾\¾ É ¿¬Á Ë � ¿¬¾ É Â5�%¿CÊ�¾ É ~ ¾��Z¿�� ¼ Ë Â5� Ë � ¿I�CÁ�� A � �C¾�À � Â � � �
� ¾ � ÂV¿¬¾�¿¬Ê � ¿ Ë Á � Á Ë Á�� � ¿¬Á Â � Á É�� Â � ¾ � Á¥¿¬Ê �¬¾ É ~ ¾L��¿�¿CÂ ¿¬Ê�¾ � ÂJ� É ¿V� �	É ¾�Â3�K¿¬Ê�¾
É ~ ¾��Z¿�� ¼ Ë � Á É ¿��¬Á � ¼ ¿CÁÂ �&� � Ê�Á��@Ê Ë ��� � ¾ � ÂV¿�¿CÊ�¾:� �	É ¾ � Â5� � � Á��	¾ � Ë � ¿I�CÁ�� A

�
� ¿C¾�� � ¿¬Á��:¾ Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��É Â3�/¿CÊ�¾ É ¾L�ZÂ ���:� �CÂ ¼ ~ � �¬¾ � �	É ¾ � Â � � � �¬Á � ¿CÁÂ �/�V½ � Â5� Ë ¼�½ô� ¿¬Á Â �

Â3� ¿¬Ê�¾ É���É ¿C¾ Ë É Â3� ½ Á � ¾ � � ¾L� ¼�� ¿¬Á Â ��É �+� Ê�¾ É ¾ �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë É ¼�É ¾�¿¬Ê�¾ ~ � � �	� Á � Ë Â5�
� �¬¾¸¾ �P� Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��ÉH� Á � ¾ � ¿CÊ�¾ � Ë Á � Á Ë Á��H¾$¿CÊ�¾�¾����¬Â5�&Á �®�k� Á��	¾ � ¿��¬Á �	½8� Á��¬¾���¿¬Á Â � �3� ¿ Á É � ¾ ½½
À � Â � � ¿¬Ê � ¿�¿¬Ê�¾:�ZÂ � �	¾�� � ¾ � �Z¾{� � ¿C¾KÂ5��� � �¬Á � ¿CÁÂ �/�V½#�V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë É �¬¾ ��¼ �Z¾ É+� �£¿C¾��+¾ � �@Ê
Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �n�V�/� ¿¬Ê�¾i�	¾L��¿CÂJ�\Â3� �:½ Â � �V½ ¾����¬Â5� �	É�� Ë ~ ¿CÂV¿¬Á�� �V½½�� �ZÂ � �:¾�� � ¾ É ¿CÂ � ½ Á � ¾ � ��ZÂ Ë � Á ��� ¿¬Á Â � Â5��¿ � Â�¾HÁ � ¾ � �	¾L��¿¬Â5� É Â5� Ë � ¿I�CÁ�� A � �ZÂ5�I�¬¾ É ~ Â ��� Á �P� ¿¬Â�¿CÊ�¾ ½ô� � � ¾ É ¿ �V���
É Ë �V½½ ¾ É ¿�¾HÁ � ¾ � � �V½¼ ¾ É ��� Ê�¾:�ZÂ � �	¾�� � ¾ � �Z¾{� � ¿C¾�Â3�-� � �¬Á � ¿CÁÂ ���	½ Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë É
Á É ¾ É ¿CÁ Ë � ¿¬¾ � ���¬Â Ë � � Â��:¾ � �©¼�É Á �P� ¿CÊ�Á É+�	É�� ËW~ ¿CÂ	¿CÁ�� �V½ ~ �¬Â ~ ¾��C¿ � Â3�&¿¬Ê�¾ � ¾ � ¾�� � ¿C¾ �
É ¾L� ¼ ¾ � �¸¾�Â5� Á ¿C¾�� � ¿CÁÂ ��É �

� ¾��¸¾ � ¿ ½�� � � ¾ � � ¾ � Á ¿C¾�� � ¿¬Á��:¾ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É�� �¬¾ ~ �CÂ ~ Â É ¾ �#� � Ê�Á��@Ê � �C¾ � �	É ¾ �
Â � �ZÂ Ë � Á ��� ¿CÁÂ ���V�/� Ë Â � Á���� � ¿CÁÂ � Â3� � ¾ ½ ½ À � Â � � ��ó �V��� ���xË ¾Z¿CÊ�Â ��É �#� Â Ë ¾~ �C¾ ½ Á Ë Á �/� � � �ZÂ ËW~ ¼ ¿ � ¿CÁÂ ���	½ ¾'� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ É0É Ê�Â � � ÉN¼ ~ ¾�� Ä ½ Á � ¾ � � �¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾�� � ¿¬¾ �
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� ¼ � � Â �V½ Á É ¿¬Â Ë � À:¾ �	É�� ËW~ ¿¬ÂV¿¬Á�� �V½��	���V½���É Á É Â3�u¿CÊ�¾ É ¾�Á¥¿¬¾�� � ¿¬Á��:¾ �V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É$�	��� ¿CÂ~ �C¾ É ¾ � ¿ É Â Ë ¾�¾'� ~ ½ô�V�/� ¿CÁÂ �/É � Ê � ¿CÊ�¾HÁ��:�¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾'Á É ÉN¼ �@Ê � �:É ¿ �%� Ê�Á ÉK�V���	½���É Á É
Á É � �:É ¾ � Â ��½�� Â � � ¼��	½ Á ¿ � ¿CÁ��	¾ �V���	½���É Á É®�V��� � Á��:¾ É Â ��½�� Ê�¾ ¼ �CÁ É ¿¬Á�� �V½ ~ �¬Â8Â5� É �ð� Ê�¾
Á ËW~ Â5�C¿ �V� �Z¾âÂ3�6¿CÊ�¾ � Á��:¾ � �	���V½���É Á É � Â ½½ Â � É ���¬Â Ë ¿CÊ�¾ � � Á ½ Á ¿ � ¿CÂ �ZÂ ��É ¿�� ¼ ��¿ � ¾ �
Á¥¿¬¾�� � ¿CÁ��	¾ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É � Á ¿CÊ � ¾Z¿C¿C¾��{�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾k� � ¿¬¾�¿CÊ �	� ¿¬Ê�¾KÂ5�¬Á � Á �/�V½ Ë ¾Z¿CÊ�Â ��É �

� Ê�¾ É ¾��¸Â ���U� Â �V½ Â3��¿¬Ê�¾ ~ � ~ ¾��ðÁ É ¿CÂ � ¾��:¾ ½ Â ~U~ � � �V½½ ¾ ½ �:¾�� É ÁÂ ��É Â3� � ¾ � Á¥¿¬¾�� � ¿CÁ��	¾
�V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É��V��� ¿CÂ©Á � �	¾ É ¿¬Á �8� ¿C¾6¿CÊ�¾¸Á���¾��+�ZÁ¾ � � � �	��� É � �	½� � Á ½ Á ¿ � ��� ¿�Á É � ¾ ½ ½ À � Â � �
¿CÊ � ¿y� � �CÁ � ¿¬Á Â ���V½ Á¥¿¬¾�� � ¿CÁ��	¾ Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��É+� �¬¾ É ¾ ��É Á ¿CÁ��	¾6¿CÂ®¿CÊ�¾ � ��� ¼ � � � � Â5��� �V½ � ¼�½ô� ¿¬Á Â �
Â3�0Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ ~ � � � Ë ¾Z¿¬¾�� É τn

�#� Ê�¾ É ¾ ~ � � � Ë ¾¸¿C¾�� É6� ¾ ~ ¾ ��� Â � �	½ Â � �	½ �¬¾ É Á ��¼��V½ �	¾L� Ä
¿CÂ5� ÉH��É Á � �Z¾ � Â	¿ ~ �CÂ ��¼ �Z¿ É Â3� É Â Ë ¾ �:¾��Z¿CÂ5� ÉÅ� �¬¾ �¸Â ËW~ ¼ ¿¬¾ � ��� � ~ � � �V½½ ¾ ½#�V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë É
¿CÊ�¾ � ¾ � É Â ¼ ���Z¾©Â5� ~ ¾��N¿ ¼ � � � ¿CÁÂ �/É Á É Á � ¿I�CÂ ��¼ �Z¾ � � Ê�¾ � ¿¬Ê�¾ É ¾ � Â	¿ ~ �¬Â ��¼ ��¿ É®� �C¾�ZÂ ËW~ ¼ ¿C¾ � Â ��� Á É ¿��¬Á � ¼ ¿C¾ � ~ �¬Â �Z¾ ÉCÉ Â5� É��	��� ½ Â � �	½&ÉN¼ Ë É.� �¬¾ � ��� ¼ Ë ¼�½ô� ¿¬¾ � �

� Ê�¾9�¬¾ É ¿µÂ3��¿¬Ê�¾ ~ � ~ ¾��%Á É Â5� �:�V� Á��H¾ ���	É � Â ½½ Â � É �Z� � � ¾L��¿¬Á Â � Ç � � ¾9� Â5� Ë ¼�½ô� ¿¬¾ �V���
Á � �	¾ É ¿¬Á �8� ¿¬¾K¿CÊ�¾'¿ � Â É ¿¬¾ ~ � � �:� Á ¾ � ¿ � ¾ É �Z¾ � ¿ �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë��/� ¿6Á É ¾�� ~ ½� Á � ¾ � � Ê � ¿CÊ�Á ÉË ¾¸¿CÊ�Â � Ê �	Éð�.ÉC¼ ~ ¾�� ½ Á � ¾ � �-�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾r� � ¿C¾ �3� � ¾ � Ë Â � Á=��� � ¿¬Á Â � Â3��¿¬Ê�¾ É ¿¬¾¸¾ ~ ¾ É ¿
� ¾ É �Z¾ � ¿ �V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë Á É ~ �CÂ ~ Â É ¾ � � ��¼�É Á �P� �¬¾ ÉC¼�½ ¿ É Â5��¿¬Ê�¾+¿¬Ê�¾¸ÂJ�C¾¸¿CÁ�� �V½/�V���	½���É Á É �	� Ê�¾
¿CÊ�Á�� � Ë Â � Á=��� � ¿¬Á Â � Â3��¿¬Ê�¾ ��ó Ë ¾Z¿CÊ�Â � Á É Â � ¿ � Á � ¾ � � �\¼�É Á �P� ¿CÊ�¾ ÉC¼ � Ä �C¾ ½� � � ¿CÁÂ � Â5�
¿CÊ�¾ Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ ~ � � � Ë ¾¸¿C¾�� � 	 Â � �:¾�� � ¾ � �Z¾ � � ¿C¾\Â3� ¿CÊ�¾ É ¾K¿CÊP�¬¾¸¾A� � �CÁ � ¿¬Á Â ���V½ Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��É
Á É ¿C¾ É ¿C¾ � ¾'� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ �V½½�� � �âÉ Â ½ ��Á �P�©�è� Á É ���C¾¸¿C¾ È:ó ¾ ½½ Á ~ ¿¬Á�� ~ �CÂ � ½ ¾ Ëâ��� � � ¾L��¿CÁÂ �È � � ¾ �ZÂ �/É ¿I� ¼ �Z¿ �	��� Á � �	¾ É ¿CÁ �:� ¿C¾ ~ � � �V½½ ¾ ½ � � �¬Á � ¿CÁÂ ���	½µ�	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É ��� Ê�¾ ��� �¬¾ � ¾ Ä
�	¾ ½ Â ~ ¾ � � � ¼/É Á �P�è��� ¿ � ~ � � �	½ ½ ¾ ½&� ¾L�ZÂ Ë ~ Â É Á ¿CÁÂ � Ë ¾Z¿CÊ�Â ���	��� Á ËW~ ½ ¾ Ë ¾ � ¿¬¾ � � Á ¿CÊ
¿CÊ�¾6Ê�¾ ½ ~ Â3�#¿¬Ê�¾ � ¾ � ~ � � �V½½ ¾ ½�� �I� ��� Â ��� ¾L��¿$¿¬Â�Â ½ � ¯_· ' çV¢ ��� ~ � � �	½ ½ ¾ ½ �:¾�� É ÁÂ � Â5��¿¬Ê�¾
�ZÂ � ¾�� Â ½ ½ Â � É0É ¾ Ë Á Ä �	¼ ¿CÂ Ë � ¿CÁ�� �	½ ½�� ���¬Â Ë ¿CÊ�¾ É ¾��¬Á �	½ Â � ¾ ��% ��� ~2~ ½�� Á �P� ¿¬Ê�¾ É � �	½� � Á ½ Ä
Á¥¿ ���	���V½���É Á É � ¾�Á � �	¾ É ¿¬Á �8� ¿¬¾ ¿CÊ�¾®¾!�i�¸Á ¾ � � � Â5�0¿¬Ê�¾®Â � ¿ � Á � ¾ � ~ � � �V½½ ¾ ½ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É �
� ¿�¿¬Ê�¾\¾ ��� Â3�&¿¬Ê�Á É�É ¾��Z¿CÁÂ � �¬¾ ÉC¼�½ ¿ É Â3� �¸Â ËW~ ¼ ¿ � ¿¬Á Â ���V½ ¾'� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ É�� �C¾ ~ �C¾ É ¾ � ¿C¾ �
�V����� Á É � ¼�É¬É ¾ � �/� � Á É ���C¾¸¿C¾ � ~2~ �CÂ���Á Ë � ¿CÁÂ � Â5� È:ó ¾ ½ ½ Á ~ ¿CÁ�� ~ �¬Â � ½ ¾ Ë Á É ¿ � À	¾ �â�:É.�
¿C¾ É ¿ ~ �¬Â � ½ ¾ Ë��/� Ê�¾ É ~ ¾L��¿�� ¼ Ë Â3�ð¿CÊ�¾'Â � ¿ � Á � ¾ � Ë � ¿I�CÁ�� Á É � ¼ Á ¿C¾U�¸Â ËW~ ½ Á�� � ¿¬¾ �â�V���
Á¥¿ É Á Ë ¼�½� ¿C¾ É �:¾�� � � ¾ ½ ½ ¿¬Ê�¾ � Á É ¿��¬Á � ¼ ¿CÁÂ � Â3�.¾HÁ � ¾ � � �V½¼ ¾ É Â5� Ë � ¿��¬Á�� Â � ¿ � Á � ¾ � Á �
É Â ½ ��Á �P� Ë �	�;� �C¾ �V½ Ä � Â5� ½� � ~P~ ½ Á�� � ¿CÁÂ ��É �

�yq�� wyx{}�� |	� uP}�w t�
 w�iu������������ u���w x
� � ¿CÊ�Á É%É ¾��Z¿CÁÂ � � ¾ � Á ½½ Á � �	¾ É ¿CÁ �:� ¿C¾ð¿ � Â Ë Â � Á=��� � ¿¬Á Â ��É Â3��¿¬Ê�¾ ��ó �V��� ��� Á¥¿¬¾�� � ¿CÁ��	¾
Ë ¾¸¿CÊ�Â ��É �ð� Ê�¾ ¿ � Â É ¿C¾ ~ � � �	� Á¾ � ¿ � ¾ É �Z¾ � ¿ � �����\ó �®Ë ¾¸¿CÊ�Â �#� � �	É ~ �CÂ ~ Â É ¾ � Á �
� � � �u� Ê�¾W�ZÂ � � ½¼�É ÁÂ �/É Â � ¿CÊ�¾W�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾A� � ¿¬¾'Â3�
¿¬Ê�Á É Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë � ¾��C¾� �	É ¾ � Â � �¸Â ËW~ ¼ ¿ � ¿¬Á Â ���V½ ¾'� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ É¸� Á � � ½¼�� Á �P� ÇVó ¾ ½½ Á ~ ¿¬Á�� ~ �¬Â � ½ ¾ Ë É �$� Â Ë ¾
¿CÊ�¾HÂ5�¬¾Z¿CÁ�� �	½ ¾�� ~ ½�	��� ¿¬Á Â � Â3��Á ¿ É�ÉC¼ ~ ¾�� ½ Á � ¾ � �f�ZÂ � �	¾�� � ¾ � �Z¾i� � ¿¬¾ � �	Éf� Á��	¾ � Á � � Ç � �
� � Â	¿CÊ�¾��'Á � ¿¬¾��¬¾ É ¿CÁ �P� Ë Â � Á���� � ¿CÁÂ � Â3�+¿¬Ê�¾ ��ótË ¾Z¿¬Ê�Â � Á É ~ �¬Â ~ Â É ¾ � Á � � ë � � � ¿®Á É� �	É ¾ � Â � ¿CÊ�¾ �P��¾ ��ÉC¼ � Ä �C¾ ½� � � ¿CÁÂ � Â3��¿CÊ�¾+Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ ~ � � � Ë ¾¸¿C¾�� �_� ÂA�¬¾ ÉC¼�½ ¿ É Â � ¿¬Ê�¾
�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾.Â5�µ¿¬Ê�Á É�� ¾ � �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë � �C¾ ~ �¬¾ É ¾ � ¿¬¾ � Á � � ë � �

� 4���4�����/! #"%$ 0 .'&(�*)+�*, ..-%/1032%465� 7/;..-%�98
�����\ótË ¾¸¿CÊ�Â � Á É'� �ZÂ Ë � Á ��� ¿CÁÂ � Â3��¿ � Â � � �CÁ � ¿¬Á Â ���V½ Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É¸�%� ¾ Ä
É ���CÁ � ¾ �©� � Â��	¾ �V� Ê�¾ Ë ¾Z¿¬Ê�Â � Â3�
' ¹�ª@ª (�ª�§�¹+*�ª�§¸±@ªZ¤/¹ � ��ó � Á É Â � ¿ � Á � ¾ � � Ê�¾ � �	¾��Z¿CÂJ� É
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P n = ∇Q(Xn) �¸Â	Á � �ZÁ � ¾ É � Á ¿CÊ �+� � �	� Á ¾ � ¿�Â3�$¿¬Ê�¾f� ¼�� ��¿¬Á Â ���V½ Q
�#� ¾¸¿ ¼/É�� ¾ � Â	¿C¾

¿CÊ�¾A�¬¾ É Á ��¼��V½ Rn = AXn − F � ¿CÊ�¾ � ¿CÊ�¾ ��ó Ë ¾¸¿CÊ�Â � Á É�� ¾'� � ¾ �â�	ÉHÌ

Xn+1 = Xn − τnRn, τn =
(Rn, Rn)

(ARn, Rn)
. � Ç��ÃL�

� � ¿CÊ�¾ Ë ¾¸¿CÊ�Â � Â3� ñ�¡£¤�¡£©¯_¢ � ª�§�¡³«_¦�¯V¢ § � ���{� ¿CÊ�¾%� ¼��	� � � ¿¬Á�� � ¼�� ��¿CÁÂ �/�V½ Â5� �C¾ É Á ��¼��	½É
Q2(Y ) = (AY − F, AY − F ) Á É Ë Á � Á Ë Á��H¾ �â�V�/� ¿¬Ê�¾ � ¾ � Á¥¿¬¾�� � ¿¬Á Â � Á É+� ¾'� � ¾ ���	É

Xn+1 = Xn − τnRn, τn =
(ARn, Rn)

(ARn, ARn)
. � Ç�� Ç5�

� ¿$Â ��� Á ¿C¾�� � ¿CÁÂ ��É Â5��¿CÊ�¾ �����\óoË ¾Z¿¬Ê�Â � ¿CÊ�¾ ��óoË ¾¸¿CÊ�Â � Á É
¼�É ¾ ���V����� ¿
¾��	¾ �
Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �/É ¿CÊ�¾ ��� Ë ¾Z¿¬Ê�Â � Á É�� ~P~ ½ Á ¾ � �

032%465� 7/;..-%�98
032%465 � � � ¿�� � � � ¾��{� � � ¾L� � � ε

�
*/�� &�)
� ÃL� � ¾Z¿�Á � Á¥¿¬Á �	½ � �V½¼ ¾ É i = 0 � r = Ax − f �
� Ç5��� -%&($�/ � ‖r‖ > ε

� 8 �
� ÈJ� v = Ar �
� ì;� &(, � i == 0

� ..-%/ )
� ö5� τ = (r, r)/(v, r) �
� � � i = 1 �/ $ ,'/
� � � τ = (v, r)/(v, v) �
� ëJ� i = 0 �/ ) 8 &(,

��� � x := x − τ r � r := r − τ v �/ )%8 8 �
/ ) 8 �����\ó

� �*)	� /;/
�*/ )�1 / 0�) 0 $��!,'& ,
� ¾ � Á���Á � ¾
¿CÊ�¾
¿CÊ�¾HÂ5�¬¾Z¿¬Á�� �V½V�V�/�V½���É Á É Â3�8¿CÊ�¾��ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾�� � ¿C¾
Â3��¿¬Ê�¾ �����\ó Ë ¾¸¿CÊ�Â �
Á � ¿CÂ�¿ � Â É ¿¬¾ ~ É � æ0¡£·@§�¹ � ¾©Á � �	¾ É ¿CÁ �:� ¿C¾®¿CÊ�¾+� �	É ¾ � Ê�¾ � ¿CÊ�¾i�¬¾ É Á ��¼��V½ �:¾��Z¿CÂ5� R0 =
AX0 − F � ÂJ� �V� Á � Á ¿CÁ �V½ �	¾��Z¿CÂJ� X0 Ê �	É+� � ÂJ� Ë

R0 = c1V1 + cNVN ,

� Ê�¾��¬¾ Vj
� �¬¾$¿¬Ê�¾Å¾¸Á � ¾ � �:¾���¿¬Â5� É Â3��¿¬Ê�¾ Ë � ¿��¬Á=� A �ZÂJ���¬¾ É ~ Â ��� Á �P� ¿¬Â�¿CÊ�¾�¾HÁ � ¾ � � �V½¼ ¾ É

λj
�#� Á Ë ~ ½ ¾ �ZÂ ËW~ ¼ ¿ � ¿¬Á Â ��É � Á��:¾K¿CÊ � ¿ � �£¿¬¾��.¿ � ÂèÁ ¿C¾�� � ¿CÁÂ ��É Â3�ð¿CÊ�¾ �����\ó Ë ¾¸¿CÊ�Â �

¿CÊ�¾A�¬¾ É Á ��¼��V½ Â5� �	¾L��¿¬Â5� X2 Á Éy� Á��	¾ � � �

R2 =
c2
1c

2
N (λN − λ1)

2λN

(c2
1λ1 + c2

NλN )(c2
1λ

2
1 + c2

N λ2
N )

(

c1V1 + cN
λ1

λN
VN

)

.

� ¾ É ¾¸¾6¿CÊ � ¿ R2 6= cR0 �	��� ¿¬Ê�¾A�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾+Á É ¾ ÉCÉ ¾ � ¿¬Á �	½ ½��©� Â ��½ Á � ¾ � � ��� �£¿¬¾��%� ¾ �
Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �/É ¿¬Ê�¾ �¬¾ É Á ��¼/�V½ �	¾L��¿¬Â5� É Rj ≈ djV1

� Á � ¾ � �h½ Á � ¾ � �+�¸Â Ë � Á �/� ¿CÁÂ � Â3�6¿ � Â
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�	¾��Z¿CÂJ� É �C¾ ��¼ �¸¾ É ¿CÂ � �:¾��Z¿CÂ5� ~ � � �	½ ½ ¾ ½ ¿CÂ ¿CÊ�¾ �2� É ¿�¾HÁ � ¾ � �	¾L��¿CÂJ� �/� ¿KÁ É � ¾ ½½ À � Â � �
¿CÊ � ¿�Á � ¿CÊ�Á É � �	É ¾.¿¬Ê�¾ ��ó �	��� ���wË ¾Z¿CÊ�Â ��É �ZÂ � �:¾�� � ¾ � �£¿C¾��+Â � ¾\Á ¿C¾�� � ¿CÁÂ � ���,� �

� ÂV¿%�C¾ ��¼ �¸Á �P� ¿CÊ�¾ � ¾ � ¾�� �V½ Á ¿ � Â5�&¿CÊ�¾ �V�/�V½���É Á É$½ ¾Z¿ ¼�É ¿ � À:¾�¿¬Ê�¾k� Â ½ ½ Â � Á �P� Á � Á¥¿¬Á �	½�C¾ É Á ��¼��	½ �	¾��Z¿CÂJ�
c1 = 1, cN = 1, η =

λ1

λN
� 1.

� Ê�¾ � � ¾ � ¾Z¿�¿CÊ�¾ � Â ½½ Â � Á �P� �ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾{� � ¿C¾ É ‖Rj‖ ≤ ρj‖R0‖ Ì

ρ2 = O(1), ρ4 = O(η−1), ρ6 = O(1), ρ6+2k = O(η2k).

� Ê�¾ ~ �¬¾ É ¾ � ¿C¾ ���V���	½���É Á É ¾�� ~ ½� Á �/É.�©ÉC¼ ~ ¾�� ½ Á � ¾ � �k�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾ � � ¿C¾KÂ5�
¿CÊ�¾ �����\ó
Ë ¾¸¿CÊ�Â � Á � ¿¬Ê�¾:� �:É ¾\Â5� �	¾�� �èÉ ~ ¾��ZÁ �V½ Á � Á ¿CÁ �V½ �:¾��Z¿CÂ5� �
� ª¸�¯V· ���&� � ¾ � Â	¿C¾\¿¬Ê � ¿y� Â5� ��½ Á � ¾ � ���¸Â Ë � Á �/� ¿CÁÂ � Â3�µ¿ � Â�¾HÁ � ¾ � �	¾L��¿CÂJ� É ¿CÊ�¾ 	 �
�V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë �¸Â � �	¾�� � ¾ É ¿CÂ�¿CÊ�¾K¾'� � �Z¿ É Â ½¼ ¿¬Á Â � Á � ¿ � Â�Á¥¿¬¾�� � ¿¬Á Â ��É �

� � ¿CÊ�¾ §¸ª¬±@çV¤�« ~ � �C¿ Â3�K¿¬Ê�¾N�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾ �V���	½���É Á É � ¾�¿ � À	¾�Á � ¿CÂ � ���¸Â ¼�� ¿ �
É ~ ¾��¸Á �	½��	É�� ËW~ ¿CÂ	¿CÁ�� �V½ ~ �CÂ ~ ¾��N¿ � Â3��¿CÊ�¾ ��ó �	��� ��� Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��É �ð� ¿ � �N¿¬Á �2� ���CÂ Ë �
� ¾ � ¾�� �V½ Á � Á¥¿¬Á �	½ �	¾L��¿CÂJ�

R0 = c1V1 + c2V2 + . . . + cNVN

Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �/É Ë Â � ÂV¿¬Â � Á�� �	½ ½�� �ZÂ � �	¾�� � ¾0¿CÂ\¿¬Ê�¾ � ~P~ �CÂ���Á Ë � ¿CÁÂ � �ZÂ �/É Á É ¿¬Á �2� Â5�/Â ��½�� ¿ � Â
¾¸Á � ¾ � �:¾���¿¬Â5� É¸Ì

Rj ≈ d1V1 + +dNVN .
� Ê�¾ � �'ÉN¼ ~ ¾�� Ä ½ Á � ¾ � � É ~ ¾H¾ � Ä ¼ ~ Â5��¿¬Ê�¾{�¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾�Á É Â � ¿ � Á � ¾ � Á � � ¾ � Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �/É¸�
� �£¿C¾���¿CÊ � ¿ � ¾ � ¾Z¿ �V�h� ~P~ �CÂ���Á Ë � ¿CÁÂ �&� � Ê�¾��¬¾ �V½½ ¾HÁ � ¾ � �	¾L��¿¬Â5� É.� �¬¾'Á ËW~ ÂJ�N¿ �V� ¿\Á �
¿CÊ�¾ É ~ ¾L��¿I� �	½ �¬¾ ~ �C¾ É ¾ � ¿ � ¿¬Á Â � Â3�µ¿CÊ�¾A�¬¾ É Á ��¼��V½ �:¾���¿¬Â5� �V�/� � � ¼�½½ � � � ½ ¾\Á É �C¾ ~ ¾ � ¿C¾ � �

� � �ZÂ � � ½¼�É ÁÂ � � ¾ É ¿ � ¿C¾ � ¿CÊ � ¿ � �¸Â Ë � Á �/� ¿CÁÂ � Â5�u¿CÊ�¾ É ¾+¿ � Â ~ �¬Â ~ ¾��C¿CÁ¾ ÉH� Á � ¾ � ¿¬Ê�¾
ÉN¼ ~ ¾�� ½ Á � ¾ � �-�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾$Â5��¿¬Ê�¾ �����\ó Ë ¾Z¿CÊ�Â � � Â5�ðÁ � Á ¿CÁ �V½ �	¾L��¿¬Â5� É � ¾ ½ Â �P� Á �2� ¿¬Â �
É ~ ¾��¸Á �	½�ÉC¼ � É ~ � �¸¾.Â5� �	¾L��¿CÂJ� É��V��� �	É�� ËW~ ¿¬ÂV¿¬Á�� �V½ �ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾+Â3� �	½ ½ Á � Á¥¿¬Á �	½ �	¾��Z¿CÂJ� É
¿CÂâ¿CÊ�¾ � ¾¸Á � Ê � Â ¼ �¬Ê�Â�Â � Â5��¿¬Ê�Á É'ÉN¼ � É ~ � �Z¾ � ¾'� ~ ½ô� Á ��É ¿CÊ�¾W� �	É ¿U�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾'Â5��¿¬Ê�¾
�����\óxË ¾Z¿¬Ê�Â � �

� Ê�¾ ~ �C¾ É ¾ � ¿C¾ � �V���	½���É Á É Á É�� ÂV¿èÂJ�CÁ¾ � ¿¬¾ � ¿¬ÂnÂ � ¿ � Á � É ¿��¬Á��Z¿©¾ É ¿CÁ Ë � ¿C¾ É Â3�.¿¬Ê�¾
�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾r� � ¿C¾ � � ¾ � ÂV¿C¾�¿CÊ � ¿ðÂ ��½�� ¾ É ¿CÁ Ë � ¿C¾ É ���¬Â Ë � � Â��:¾ � �¬¾ ¼/ÉN¼��	½ ½�� Â � ¿ � Á � ¾ �
Á � �ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾ �V�/�V½���É Á É � � ¼ ¿ � ¾ Á � �	¾ É ¿¬Á �8� ¿C¾ �;� � ¼��	½ Á ¿ � ¿CÁ��	¾ � ¾¸Ê � �8ÁÂ ¼ �'Â3�+¿¬Ê�¾
Á¥¿¬¾�� � ¿CÁ��	¾ É ¾L� ¼ ¾ � �¸¾ É �:� ¿�¾'� ~ ½ô� Á ��É � Ê � ¿CÊ�¾ ÉC¼ ~ ¾�� Ä ½ Á � ¾ � �%�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾ � � ¿¬¾ É � �V� � ¾
¾'� ~ ¾L��¿¬¾ ���	���#� ¾��	¾ � Ë ÂJ�C¾ � Á ¿6Ê�¾ ½ ~ É ¿CÂ �¸Â ��É ¿�� ¼ �Z¿ � ¾ � ¾!�i�¸Á ¾ � ¿ �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë É � � � ¾
¾'� � ËW~ ½ ¾ � Á ½½ � ¾ � Á��	¾ � Á � ¿¬Ê�¾ � ¾'��¿ É ¾��Z¿CÁÂ � �

� 4 � 4�� �98%&�� / 8 032�5 4  7/;..-%�98
% � ¼�É Á �P� ¿CÊ�¾A�C¾ ÉN¼�½ ¿ É Â5�µ¿¬Ê�¾�¿CÊ�¾HÂ5�¬¾Z¿CÁ�� �	½&�V���	½���É Á É ~ �¬¾ É ¾ � ¿¬¾ � � � Â��:¾ � ¾ ~ �¬Â ~ Â É ¾ �Ë Â � Á���� � ¿CÁÂ � Â3�µ¿CÊ�¾ �����\ó~Ë ¾Z¿¬Ê�Â �#� � Ê�¾ � ¾ � �@Êa�¸Â ��É ¾�� ¼ ¿CÁ��	¾ (m + n) Á ¿C¾�� � ¿¬Á Â ��É
� �¬¾6Á ËW~ ½ ¾ Ë ¾ � ¿C¾ � Á � ¿¬Ê�¾ � Â ½½ Â � Á �P� � ���uÌ�� � �2� É ¿ m Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �/É Â5�&¿CÊ�¾ ��ó~Ë ¾¸¿CÊ�Â �
� �¬¾f�ZÂ ËW~ ¼ ¿C¾ �#� � � ¿CÊ�¾ � n Á ¿C¾�� � ¿CÁÂ ��É Â3�0¿CÊ�¾ �����\ó Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��� �C¾ �ZÂ ËW~ ¼ ¿C¾ � ��� ¾
� ¾ � Â	¿C¾�¿CÊ�Á É Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë � � ����ó � m, n

�Z�
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� 2�5��  �� )��A0 $��*�2/ &�.'-  

� 2�5 � � � ¿�� � � � ¾�� � � � ¾�� � � ε � Ë ��� �*/�� &�)
� ÃL� � ¾Z¿�Á � Á¥¿¬Á �	½ � �V½¼ ¾ É i = 1 � j = 0 �
� Ç5� r = Ax − f �
� ÈJ��� -%&($�/ � ‖r‖ > ε

� 8 �
� ì;� j := j + 1 � v = Ar �
� ö5� &(, � j ≤ m ��� i == 0

� .'- / )
� � � τ = (r, r)/(v, r) �
� � � i = 1 �/ $ ,'/
� ëJ� τ = (v, r)/(v, v) �
��� � i = 0 �/ ) 8 &(,

� ÃHÆ;�
x := x − τ r � r := r − τ v �

� Ã	Ã�� &(, � j == (n + m)
�

j = 0 �/ )%8 8 �
/ ) 8 ����ó

� 4	�!4 29" *�
I/ / $K0�!0 .'&(�*) � , .'- / 2�5� 7/;..-%�98
� � ¾ � Á � ¿¬¾��¬¾ É ¿CÁ �P� Ë Â � Á=��� � ¿¬Á Â � Â3�K¿¬Ê�¾ ��ó�Ë ¾¸¿CÊ�Â � Á É ~ �CÂ ~ Â É ¾ � Á � � ë � �+� Ê�¾
� Â ½½ Â � Á �P� �ZÂ ËW~ ¼ ¿ � ¿¬Á Â ���V½&�	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë Á É�¼�É ¾ �

Xn+1 = Xn − 0.9 τnRn, τn =
(Rn, Rn)

(ARn, Rn)
. � Ç�� ÈJ�

� Ê�¾ Ë � Á � Á � ¾ � Á É ¿CÂ��¬¾ É ¿��¬Á��Z¿&¿CÊ�¾ ½ ¾ �P� ¿CÊ Â5�8¿¬Ê�¾ É ¿C¾ ~ � ~ �C¾ � Á���¿C¾ � � � ¿¬Ê�¾�� ½�:ÉCÉ Á�� �V½ ��ó
Ë ¾¸¿CÊ�Â � �&� Ê�¾f� � ��¿¬Â5� 0.9 � �	É ��¿N¿¬¾ � ¾'� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ �V½½�� ��� ¾ � ¾ � ÂV¿C¾®¿CÊ�Á ÉK�	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë
� � ���.��ó � � ¼ � Äá� ¾ ½� � � ¿CÁÂ � � ¿C¾H¾ ~ ¾ É ¿ ó ¾ É �Z¾ � ¿ ���
� ª¸�¯V· ����� � ¾ � ÂV¿¬¾+¿CÊ � ¿0¿¬Ê�Á É��V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë Á ÉÅ�V� Á � ¿C¾��C¾ É ¿¬Á �P� ¾�� � ËW~ ½ ¾ � ¾ Ë Â ��É ¿I� � ¿ Ä
Á �P� ¿¬Ê � ¿
¿¬Ê�¾ � �¬¾¸¾ � � � � �¬Á � ¿CÁÂ �/�V½ ��ó �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë Á Éð� ÂV¿$Â ~ ¿CÁ Ë �V½ �V� � � � �Z¿$Á � ¿¬Ê�¾ � ¾¸Á Ä
� ¾ ½ Ë ¾Z¿CÊ�Â � ¾'� � �Z¿ ½�� Â ~P~ Â É Á ¿C¾$¿C¾��@Ê � Á�� ¼ ¾ � Á � ¾ � Â��	¾�� Ä �C¾ ½� � � ¿CÁÂ �&� Á É&¼�É ¾ � ¿CÂ É ~ ¾¸¾ � Ä ¼ ~
¿CÊ�¾:�¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾k� � ¿C¾ �

2��62�5 0 $��*�2/ &�.'-  
2�� 295 � � � ¿�� � � � ¾��{� � � ¾L� � � ε

�
*/�� &�)
� ÃL� � ¾Z¿�Á � Á¥¿¬Á �	½ � �V½¼ ¾ É i = 1 � r = Ax − f �
� Ç5��� -%&($�/ � ‖r‖ > ε

� 8 �
� ÈJ� v = Ar �
� ì;� τ = (r, r)/(v, r) �
� ö5� x := x − 0.9τ r �
� � � r := r − 0.9τ v �/ )%8 8 �

/ ) 8 ���.��ó
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	�¯��_¦�¸ª¸¶¸ä�¨����#¯_¢)¹�ªZ¤/¡³ªZ¤��ª
� �*)	� /;/
�*/ )�1 / 0�) 0 $��!,'& ,
	 Â ËW~ ¼ ¿ � ¿CÁÂ �/�V½ ¾�� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ É � Â5� � Á=�u¾��¬¾ � ¿$¿¬¾ É ¿ ÉH� Á � � ½¼�� Á �P� ÇVó ¾ ½½ Á ~ ¿¬Á�� ~ �¬Â � ½ ¾ Ë ÉH�
� �¬¾ �¬¾ ~ Â5�C¿C¾ � Á � � ë � ��� Ê�¾:�ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾k� � ¿¬¾\Â3� ¿CÊ�¾ ���6��ó Ë ¾Z¿¬Ê�Â �â� ~P~ ¾ � � É ¿¬Â � ¾
É Á Ë Á ½ô� �®¿CÂ�¿CÊ�¾ �ZÂ � �	¾�� � ¾ � �Z¾i� � ¿¬¾ Â5��¿CÊ�¾ 	 �jË ¾Z¿¬Ê�Â � �$� Á ½ ½�� Â � � Â�¿CÊ�¾¸Â5�¬¾Z¿¬Á�� �V½�C¾ ÉN¼�½ ¿ É+� �C¾ � Á��:¾ � ¿¬Â ~ �¬Â��	¾6¿CÊ�Á É Ê � ~ ÂV¿¬Ê�¾ É Á É �

� �:� Á �%� � ¾ � ~P~ ½�� ¿ � Â É ¿C¾ ~ �ZÂ � �:¾�� � ¾ � �Z¾ �V�/�V½���É Á É Ë ¾Z¿CÊ�Â � Â ½ Â �5�:� � Ê�Á��@ÊèÁ É ~ �¬Â Ä
~ Â É ¾ � Á � ~ �¬¾���ÁÂ ¼�É�É ¾���¿¬Á Â ��É �u� ¾Z¿ ¼�É �ZÂ ��É Á � ¾��.¿¬Ê�¾i� �	É ¾ � Ê�¾ �h�V� Á � Á ¿CÁ �V½ �¬¾ É Á ��¼��V½
R0 = AX0 − F Ê �	É+� � Â5� Ë

R0 = c1V1 + cNVN .

� ¾ ÉC¼�½ ¿ É Â3� �¸Â ËW~ ¼ ¿ � ¿¬Á Â ���V½ ¾'� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ É�É Ê�Â � ¿¬Ê � ¿ � �£¿¬¾�� � Â ��� ¾Z¿¬¾�� Ë Á � Á É ¿CÁ�� ��¼ Ë�Ä
� ¾��
Â3��Á ¿C¾�� � ¿CÁÂ ��É � ¾ ~ ¾��¬Á Â � Á�� �	½ ½��A� ¾¸¿ � ~P~ �¬Â���Á Ë � ¿¬Á Â ��É � Ê�¾��¬¾�Â ��½�� ¿CÊ�¾%�2� É ¿ð¾¸Á � ¾ � Ä
�	¾��Z¿CÂJ�6Á É\� Â Ë Á ���V� ¿\Á �n� ½ Á � ¾ � � �¸Â Ë � Á �/� ¿CÁÂ � Â3�$¿ � Â ¾HÁ � ¾ � �	¾L��¿¬Â5� É.�V�/����ÉN¼ ~ ¾�� Ä
½ Á � ¾ � � É ~ ¾¸¾ � Ä ¼ ~ Á É�� �@Ê�Á¾��	¾ ��� ¿ ÉC¼ �@Ê�Á ¿C¾�� � ¿CÁÂ ��É ��� � � � � ½ ¾ Ã � ¾ ~ �C¾ É ¾ � ¿ � � �	É Á��
Á � � ÂJ� Ë � ¿CÁÂ � Â � �¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾ÅÂ5�#Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �/É �3� ¾�¿ � À:¾�¿CÊ�¾k� Â ½½ Â � Á �P� ¾¸Á � ¾ � � �	½ ¼ ¾ É Â5�
¿CÊ�¾ Ë � ¿I�CÁ�� Ì

λ1 = 1, λN = 1000.
� � Âi� �	É ¾ É Â5� Á � Á ¿CÁ �V½ �:¾���¿¬Â5� É�� �¬¾ �¸Â ��É Á � ¾��¬¾ �

1) c1 = 1, cN = 1, 2) c1 = 1, cN = 0.1.

� Ê�¾ � �	½ ¼ ¾ É Â3�r�ZÂ�¾!�i�¸Á ¾ � ¿ É dk
1 , dk

N
Á � ¿¬Ê�¾A�C¾ ~ �¬¾ É ¾ � ¿ � ¿CÁÂ � Â5���¬¾ É Á ��¼��V½ �	¾L��¿¬Â5� � �£¿¬¾��

k
Ä ¿¬ÊâÁ¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �

Rk = dk
1V1 + dk

NVN

�V��� ¿CÊ�¾:�¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾k� � ¿¬¾ ρk � �¬¾ � Á��:¾ � Á � � � � ½ ¾ Ã	�

������� e���	�
 d O3> L¬] ? L O8E L R¸O�RHeGD56�P76 d BµT Q T S RHe7? d¸] P)^�MJ@WF

k E@R�6 L dk
1 dk

N ρk

a3X A A F G3G W F a I3I D G F X3X3XVA
c G A A F G3G G F G b3X3W G F b3X3X GA G D A A F G3G Y»F F bHW�c G G F X3X3X GA G�I A A F G3G G F G W3W3D G F c I3I¸GA G b A A F G3G F a F cHb G G F X3X3XVA
A@W F A F G3G W F AHA�bHa G F X3X3XVA
A¬a F A F G3G G F G3F W3D G F a F A�c
FHI F A F G3G W F F¸G AZc G F X3X3XVA
F b F A F G3G G F G W3XHa G F DHa�D3c

� ~ �¬Â � ½ ¾ Ë Â5�9� ��� Á �P� ¿CÊ�¾�Â ~ ¿¬Á Ë �	½ � �	½ ¼ ¾®Â3� ÉC¼ � Ä �¬¾ ½ô� � � ¿¬Á Â � � � ��¿¬Â5� d Á É �:¾�� ��ZÂ ËW~ ½ Á�� � ¿¬¾ � ��� Á�� É ¿ � ¾ � ¾H¾ � ¿¬Â � ¾�� � ¾ É ¿I�CÁ���¿ ½�� ¿¬Ê�¾6Â ��� ¾��Z¿CÁ��	¾ � ¼�� ��¿¬Á Â � ��� É ¾'� � Ë�Ä
~ ½ ¾\¿¬Ê�Á É Â ��� ¾L��¿¬Á��:¾k� ¼�� ��¿CÁÂ � � �V� � ¾ É ~ ¾��ZÁ���¾ � �:É
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min
0<d≤1

max
c1,...,cN

max
λ1≤...≤λN

K(c1, . . . , cN ; λ1, . . . , λN ; d),

� Ê�¾��¬¾ K(c1, . . . , cN ; λ1, . . . , λN ; d) Á É ¿CÊ�¾ �8¼ Ë � ¾��.Â5�
Á¥¿¬¾�� � ¿CÁÂ �/É ��� � � � � ½ ¾ Ç � ¾~ �C¾ É ¾ � ¿�¿¬Ê�¾ ��¼ Ë � ¾�� É Â5�%Á¥¿¬¾�� � ¿¬Á Â ��É �C¾L� ¼ Á��¬¾ � ¿¬Â É Â ½ �	¾ 2× 2 � Á Ë ¾ ��É Á Â ��É���É ¿¬¾ Ë Â3�
½ Á � ¾ � �+¾�� ¼�� ¿CÁÂ ��ÉH� � Ê�¾ �

λ1 = 1, λN = 1000

�V��� ¿CÊ�¾ � ��� ¼ � � � � Â5�-�¸Â ËW~ ¼ ¿ � ¿CÁÂ �/É ε = 10−4
�

������� e�� 	 J M L < L@[�L O^< L O8E L�d B K d O�^�M L 6�C;T Y ]�L e¥R H R¸^�P d OfB£RHEC^ dH] d.

c1 cN 0.88 0.89 0.90 0.91 0.92 0.93 0.94 1.0

A A5W�c¸XwA�WHb a G A F a�b F W G A@a IrF A�Dâa3D G D
AwA GoFHG ara�W3c W3b I WVA I A I AoA FHGoF b3W A@X GA G F c F a FrF A F A�X3b F cVArA I AoA3A�WwA F c F X�cVA
A G F A�A3A@DwAZc F AZcHX~A�cHWwA F cwA�W FrF W I A@b3X

� ¿ � Â ½½ Â � É ¿CÊ � ¿ d = 0.93 Á É Â ~ ¿CÁ Ë �V½ � Â5��¿¬Ê�Á É�É Ë �	½ ½ ¿¬¾ É ¿ ÉN¼ Á ¿ �

� 4�� 4 � �* �� " .L0 ..&�� )�0�$ / ��� /J/ &� 7/ )�.�,
� ¾Z¿ ¼/É �ZÂ �/É Á � ¾�� � ¿¬ÊP�C¾H¾�� � Á Ë ¾ ��É ÁÂ �/�V½ �ðÂ	Á ÉCÉ Â � ~ �¬Â � ½ ¾ Ë











−
3

∑

α=1

∂2u

∂x2
α

= f, x ∈ Q := (0, 1) × (0, 1) × (0, 1) ,

u(x) = g, x ∈ ∂Q,

� Ç�� ì;�

� ¾ � Á É �'�¬¾Z¿¬Á��H¾.Á ¿ � ��¼�É Á �P� ¿CÊ�¾k� � Á ¿C¾	�;�	Â ½ ¼ Ë ¾ Ë ¾Z¿CÊ�Â � �V���i� ¾Z¿ �'É���É ¿C¾ Ë Â5� ½ Á � ¾ � �
¾�� ¼�� ¿¬Á Â ��É

−ai+1,j,kUi+1,j,k − ai−1,j,kUi−1,j,k − ai,j+1,kUi,j+1,k − ai,j−1,kUi,j−1,k � Ç�� ö5�
−ai,j,k+1Ui,j,k+1 − ai,j,k−1Ui,j,k−1 + aijkUijk = Fijk , 1 ≤ i, j, k ≤ n.

� Ê�¾ � ÄE~ Â:Á � ¿ É ¿¬¾ � �¸Á ½ Á É�¼�É ¾ � � ÂJ��¿CÊ�¾ � ~2~ �CÂ���Á Ë � ¿CÁÂ � � � Ê�¾V�¬¾ ÉC¼�½ ¿¬Á �2�hÉ���É ¿¬¾ Ë Â5�
¾�� ¼�� ¿¬Á Â ��É Ë ��� � ¾ � �CÁ ¿N¿¬¾ ���	É AU = F, � Ê�¾��¬¾ A Á Éð��É�� Ë�Ë ¾Z¿I�CÁ�� ~ Â É Á ¿CÁ��	¾ � ¾'� � Á¥¿¬¾
Ë � ¿��¬Á=� �	� Â5�¬¾ � ¾Z¿ � Á ½É�� � Â ¼ ¿$¿¬Ê�¾ ~ �¬Â ~ ¾��C¿CÁ¾ É Â3� ÉN¼ �@Ê � Á É �'�¬¾Z¿¬¾ � ~P~ �CÂ���Á Ë � ¿CÁÂ ��É
� �C¾
� Á��	¾ � � � � � Ë � � É À�Á Á
� ÃHÈ � � � Â ½ ¼ � �	��� � �	� � Â �	� �"��� �

� ¾ � ÂV¿C¾'¿CÊ � ¿�¿CÊ�¾f�ZÂ � �	¾�� � ¾ � �Z¾\Â5�-� � �CÁ � ¿¬Á Â ���V½ Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É�É ¿I�CÂ �P�	½��
� ¾ ~ ¾ ����É
� ÂV¿$Â ��½�� Â � ¿CÊ�¾ É ¿¬Á=� � ¾ ÉCÉ ~ � � � Ë ¾Z¿C¾�� κ(A) � � ¼ ¿ �	½É Â\Â � ¿CÊ�¾ � Á É ¿��¬Á � ¼ ¿CÁÂ �
�V��� � ½¼�É ¿C¾��¬Á �P� Â3� �	½ ½ ¾HÁ � ¾ � � �V½¼ ¾ É Â5� Ë � ¿I�CÁ�� A � É ¾¸¾ � ¾ � � � � ö � ����� Ê�Á É ¿¬¾ É ¿ ~ �CÂ � ½ ¾ Ë
Á É6� ¿ � ~ Á�� �V½ ¾�� � ËW~ ½ ¾'Â3� È	ó ¾ ½ ½ Á ~ ¿CÁ�� ~ �¬Â � ½ ¾ Ë É.É Â ½ �:¾ � Á � Ë �	�;� �C¾ �V½ Ä � Â5� ½ô� � ~2~ ½ Á Ä� � ¿¬Á Â ��É � �è¼�É Á �2� � � �CÁ � ¿¬Á Â ���V½ Á ¿C¾�� � ¿¬Á��:¾ �V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É �

� � � � � ½ ¾ È � ¾ ~ �C¾ É ¾ � ¿ ¿CÊ�¾ ��¼ Ë � ¾�� É Â5��Á ¿C¾�� � ¿CÁÂ ��ÉH� �¬¾�� ¼ Á��¬¾ � ¿CÂ �¬¾ ��¼ �Z¾©¿¬Ê�¾
Á � Á ¿CÁ �V½ ¾����¬Â5� � � � � ��¿CÂJ� 1/ε � ε = 10−4 � Â5� � Á���¾��C¾ � ¿9� � �CÁ � ¿¬Á Â ���V½ Á ¿C¾�� � ¿¬Á��:¾ Ë ¾¸¿CÊ�Â ��É �



ÃHÆ � ¯_¡£����ð¡³ªáòV¡ô§@ä � ªZ����ð¡³ª»ò	¡ô§@ä����
	�¯��_¦�¸ª¸¶¸ä�¨����#¯_¢)¹�ªZ¤/¡³ªZ¤��ª
� Ê�¾ É Á��H¾0Â5��¿CÊ�¾ � Á É ���C¾¸¿C¾ � �CÁ � Á É ¾L� ¼/�V½ ¿CÂ n×n×n �V��� Á¥¿ðÁ É É � �V½ ¾ � ���¬Â Ë

n = 20 ¿CÁ ½ ½
n = 160

�8� � Á � Á ¿CÁ �V½ �	¾L��¿¬Â5��Á É�ÉC¼ �@Ê � ¿¬Ê � ¿ �V½½ ¾¸Á � ¾ � �:¾��Z¿CÂ5� É ~ �C¾ É ¾ � ¿�Á � Á ¿ É+É ~ ¾L��¿I� �	½
� ¾��¸Â ËW~ Â É Á ¿CÁÂ � �0� ¿V�¸Â ��É Á É ¿ Â5� É Ë Â�ÂV¿¬Ê �V���r� Â � Ä É Ë Â�ÂV¿¬Ê ~ � �C¿ É ��� �N¿¬Á=���¸Á �	½ ½�� � ¾
�	����� � ¾ � �¸Â ËW~ Â � ¾ � ¿ É �ZÂ5�I�¬¾ É ~ Â ��� Á �P� ¿CÂ ½ô� � � ¾ É ¿�¾¸Á � ¾ � � �	½ ¼ ¾ É Â5�%¿¬Ê�¾ Ë � ¿��¬Á=� � �V½½
¾¸Á � ¾ � �:¾���¿¬Â5� É Â3�ð¿CÊ�¾ Ë � ¿��¬Á�� � �¬¾ À � Â � ���V�/�V½�� ¿¬Á�� �V½½��:��É ¾¸¾�� ÃHÈ � ���u� Ê�¾ É¬� Ë ¾KÁ � Á¥¿¬Á �	½�	¾��Z¿CÂJ�ÅÁ É+¼�É ¾ � Á �â�	½ ½#��¼ Ë ¾��CÁ�� �	½ ¾'� ~ ¾��CÁ Ë ¾ � ¿ É �

� ��� � e�� 	 J M L O3C;@{T L¬] 6 d B#P ^ L¬] R¸^�P d OJ6 B dH] 6 d e7C	^�P d O d Bu^�M L ^ L 6á^ [:]�d T8e L @WF
� L ^�M d < n = 20 n = 40 n = 80 n = 160

T S WHW I A FHI W W3X FHG I3I¸G�F� Q W¸a:A A F c3c W F b3W D	A@W G
J T�� S I b A¬a G W	A@b cHc F� T S�� W G ` A G�� I a AHA�b A�XHD F a GT Q T S A G A A�cHW F c F F D F
 � WHb DHX A3A@b F¸G W

� Ê�¾ ~ �¬¾ É ¾ � ¿C¾ � �ZÂ ËW~ ¼ ¿ � ¿¬Á Â ���V½ �C¾ ÉN¼�½ ¿ É �ZÂ � �2� Ë ¿¬Ê�¾ ~ �¬¾ � Á��Z¿CÁÂ � ¿CÊ � ¿ �	½ ½ Ë Â � Á Ä
��� � ¿CÁÂ ��É Â5��¿CÊ�¾ ��ó �V�/� ��� Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��É Ê � �:¾ ÉN¼ ~ ¾�� ½ Á � ¾ � �r�ZÂ � �	¾�� � ¾ � �Z¾�� � ¿C¾ � � Ê�Á��@Ê
Á É � ½ Â É ¾©¿CÂ�¿¬Ê�¾ �¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾ � � ¿¬¾èÂ3��¿¬Ê�¾ 	 � Ë ¾Z¿¬Ê�Â � �µ� ¿�Á É Á ËW~ Â5�C¿ �	� ¿'¿CÂ � Â	¿C¾
¿CÊ � ¿�¿¬Ê�Á É �¸Â � � ½ ¼�É ÁÂ � Á É Â � ¿ � Á � ¾ � � ÂJ� � È	ó ¾ ½ ½ Á ~ ¿CÁ�� ~ �¬Â � ½ ¾ Ë � ¿CÊ ¼�É�É Á ËW~ ½ ¾ � �¬Â � ¼/É ¿� � �CÁ � ¿¬Á Â ���V½ Ë ¾Z¿¬Ê�Â ��É � �	� � ¾ �C¾L�ZÂ Ë�Ë ¾ �/� ¾ � � Â5� ¼�É¬�3� ¾�Á �a� ¾ � ¾�� �	½�É Â3�£¿ � � �¬¾�¿¬Â8Â ½É �

� � � � Ë ¾Z¿C¾�� É M1, M2
Â3��¿CÊ�¾ ����ó � M1, M2

�©Ë ¾¸¿CÊ�Â �r� �C¾ � Â	¿ Â ~ ¿CÁ Ë Á��¸¾ � Á �
¿CÊ�¾ É ¾â¾'� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ É �
� � ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ �V½ �¬¾ ÉC¼�½ ¿ É�É Ê�Â � ¿CÊ � ¿©¿CÊ�¾ �¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾+� � ¿C¾âÂ5�
����ó Á É+� Â	¿ É ¾ �/É Á ¿CÁ��	¾�¿CÂ�¿¬Ê�¾ É ¾ ½ ¾���¿¬Á Â � Â5�%¿¬Ê�¾ É ¾ ~ � � � Ë ¾¸¿C¾�� É � É ¾¸¾ � � � ½ ¾ ì;���

� ��� � e
	 	 
 d O3> L¬] ? L O8E L�] R¸^ L+d B � T S @ L ^�M d <UB dH] <:P�� L¬]�L O_^ [ R ] R�@ L ^ L¬] 6 M1, M2.

n (20, 10) (30, 10) (40, 10) (30, 15) (30, 20)

a G A3A@D AHA�b A F b A F a A�W¸a
b G FHG3F A@X3b FHG3F A@D3b A�b F

yq�� �-v������ �����7��� �������9w9v�}�u����
� Ê�¾ ~ � � �V½½ ¾ ½ �:¾�� É ÁÂ ��É Â3�9� � �¬Á � ¿CÁÂ �/�V½ð�V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É ���¬Â Ë ¿¬Ê�¾ ~ �C¾���Á Â ¼�É.É ¾��Z¿CÁÂ ��� �C¾
� ¾��:¾ ½ Â ~ ¾ � � � ¼�É Á �P� ��� ¿ � ~ � � �V½½ ¾ ½�� ¾��¸Â ËW~ Â É Á ¿CÁÂ � Ë ¾Z¿¬Ê�Â � � É ¾¸¾ � � � �Z�&� Â5�
¾'� � Ë ~ ½ ¾� ¾A�ZÂ ��É Á � ¾���¿CÊ�¾ �����\ó �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë Ì



� ¯V·C¯_¢£¢ªZ¢6 /¯_·�¡³¯V¹ã¡³çV¤�¯_¢���¹�ªZ·¬¯_¹»¡£¶�ª��ð¡£¤uª¬¯V· ' çV¢)¶_ªZ·@§ Ã	Ã
��/ �!1 / 8%" / /�� à�ÙwÛ	Ù:ÍuíVÜ�Ö ������� Ü�Ö	î��:Íuí�Ô8àVÑ*/��*&()

� Ã�� X0, n = 0, R0 = AX0 − F
� ÇJ� RN = (Rn, Rn)
� È;� � -%&($(/ (

RN > ε (R0, R0)
) 8 �

� ì^� Gn = ARn �
� öJ� &�, � n Á É ¾��:¾ � � ..-%/ )
� � � τn+1 = RN/(Gn, Rn) ,/ $K,./
� � � τn+1 = (Gn, Rn)/(Gn, Gn) ,/ )%8 &(,

� ë;� Xn+1 = Xn − τn+1R
n ,

��� � Rn+1 = Rn − τn+1G
n ,

� Ã3ÆJ�
RN = (Rn+1, Rn+1), n := n + 1 ./ )%8 � -%&($�/

/ )%8

� Éè� ~ �¬¾��¸Â ��� Á ¿CÁÂ � ¾�� � ¾ ¼�É ¾ �;� Á �3� Â ���	½ ~ � �C¿èÂ3��¿CÊ�¾ Ë � ¿��¬Á=�
A

�0ó Á �5� Â ���V½~ �C¾L�ZÂ ��� Á ¿CÁÂ � ¾�� É � �	� � ¾ ~ � � �	½ ½ ¾ ½ Á��¸¾ � �	¾�� � ¾��+�¸Á ¾ � ¿ ½�� �u� ¿\Á É � ¾ ½ ½ À � Â � � � É ¾H¾ ���,� �
¿CÊ � ¿ � � �:É ¿¬¾��U�¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾ � � ¿¬¾ � �	� � ¾ Â � ¿ � Á � ¾ � � Á ¿CÊ Ë ÂJ�C¾ �¸Â ËW~ ½ Á�� � ¿¬¾ � ~ �¬¾ Ä
�ZÂ �/� Á¥¿¬Á Â � ¾�� ÉH��ÉC¼ �@Ê �	É ���%� Â5� Ë ¼�½ ¿¬Á � �CÁ � ~ �C¾L�ZÂ �/� Á¥¿¬Á Â � ¾�� ÉH� � ¼ ¿+¿CÊ�¾ �è� �¬¾ � Â	¿ �	¾�� �
¾��+�ZÁ¾ � ¿�Á � ~ � � �V½½ ¾ ½ �¸Â ËW~ ¼ ¿¬Á �2� �

� ~ � � �V½½ ¾ ½ �	¾�� É Á Â � Â5� ���µ� Á É Â � ¿ � Á � ¾ � � � � Â:Á �2� ¿CÊ�¾A� � ��¿¬Â5�¬Á�� � ¿CÁÂ � Â3� ��½ Â � �V½~ � �C¿�Â3� Ë � ¿��¬Á�� � ¿�¾ � �@Ê ~ �¬Â^�¸¾ É¬É ÂJ� ��� ¿�Á É � ¾ ½½ À � Â � � ¿CÊ � ¿ ÉC¼ �@Ê É ¿I� � ¿C¾ �J� �C¾ ��¼ �¸¾ É
¿CÊ�¾ �ZÂ � �	¾�� � ¾ � �Z¾i� � ¿¬¾ Â5��¿CÊ�¾ ~ �¬¾��¸Â ��� Á¥¿¬Á Â � ¾ � Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë ÉH� � ¼ ¿ � ~ � � Ä
�V½½ ¾ ½ Á É Ë Â3�Å¿CÊ�¾ Â � ¿ � Á � ¾ � ~ �C¾L�ZÂ �/� Á¥¿¬Á Â � ¾��'Á É ¿¬Ê�¾ É¬� Ë ¾ �:É � Â5�K¿¬Ê�¾ � Á �5� Â �/�V½ Â � ¾ �
� � �¬Á Â ¼�É ÂJ� � ¾��¬Á �P� ¿C¾L�@Ê � Á�� ¼ ¾ Éð� �¬¾ ¼/É ¾ � ¿CÂ\Â��:¾����ZÂ Ë ¾
¿¬Ê�¾Å¿�� �	� ¾	�8Â5� � ¾Z¿ � ¾¸¾ � ~ � � �	½ Ä
½ ¾ ½ Á É Ë �V�/� �¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾�Á � Á � �ZÂ ËW~ ½ ¾Z¿¬¾ � � �Z¿CÂJ�CÁ�� � ¿CÁÂ � �Vó ¾��:¾ ½ Â ~�Ë ¾ � ¿ �	�����V���	½���É Á É
Â3� ~ � � �V½½ ¾ ½ ~ �C¾L�ZÂ ��� Á ¿CÁÂ � ¾�� É � Â5� 	 � �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë � �¬¾�Á � �	¾ É ¿¬Á �8� ¿C¾ � Á � � È � Ã	Ã � Ã�Ç � �

�!4���4�����/! #"%$ 0 .'&(�*)+�*, ..-%/ 0�$ � ��/ &�.'-  
� ¾Z¿ ¼�É �	É¬ÉC¼ Ë ¾�¿CÊ � ¿ � ¾©Ê � �	¾ p

~ �¬Â �Z¾ É¬É Â5� É¸� � Ê�Á��@Ê � �¬¾+�ZÂ ��� ¾��Z¿C¾ � � � ¿¬ÊP�¬¾¸¾ � Á Ä
Ë ¾ ��É Á Â ���V½ Ë ¾ É Ê � Á � ¾ �

p = p1 × p2 × p3

��� Ê�¾ � �CÁ � ωh � �®��� ¿ �'É ¾Z¿ � Á É�� ¾L�ZÂ Ë ~ Â É ¾ �
Á � ¿CÂ p

È:ó ÉN¼ � � �¬Á ��É � �â¼�É Á �P�â� � ½ Â �@À � Á É ¿��¬Á � ¼ ¿CÁÂ �hÉ �@Ê�¾ Ë ¾ �#� Ê�¾ � ¾ � �@Ê ÉN¼ � � �¬Á �
ωnp

Ê �	É
n

p1

× n

p2

× n

p3

=
n3

p�ZÂ ËW~ ¼ ¿ � ¿¬Á Â ���V½ ~ Â	Á � ¿ É
�	��� Á ¿$Á É
�	É¬É Á �	� ¾ � ¿¬Â\Â � ¾ ~ �¬Â �Z¾ É¬É Â5� �3� ½ ½ ~ �CÂ �Z¾ ÉCÉ Â5� É É Á Ë ¼�½ Ä
¿ �V� ¾¸Â ¼/ÉN½�� ~ ¾���� ÂJ� Ë ¿CÊ�¾ É¬� Ë ¾{�¸Â � ¾ � ¼ ¿ � Á ¿CÊ � Á=�u¾��¬¾ � ¿ ��� ¿ � É ¾¸¿ É ��� � �@Ê ~ �CÂ �Z¾ ÉCÉ Â5�
Á É �¬¾ É ~ Â ��É Á � ½ ¾{� Â5� �	½ ½ �¸Â ËW~ ¼ ¿ � ¿¬Á Â ��É Â3� ¿CÊ�¾ ½ Â � �V½ ~ � �C¿�Â5� �:¾���¿¬Â5� X

�
� Ê�¾ ¼ ~ ��� ¿C¾+Â5���:¾���¿¬Â5� Gn � ¿ � �¬Á � ~ Â	Á � ¿ É � Ê�Á��@Ê ½ Á¾ � ¾ É Á � ¾ � ¼ ¿C¿CÁ �P� ~ ½ô�V� ¾ É � Á � ¾ �

� Â ¼������ � �â� Â � ¾ É Â5�
¿CÊ�¾ ½ Â � �V½ ~ � �C¿6Â5�$¿CÊ�¾f�	¾L��¿CÂJ� U
� � ¾H¾ ��É\� É ~ ¾��ZÁ �V½ð� ¿C¿C¾ � ¿¬Á Â �&�

É Á � �Z¾âÁ � � Â5� Ë � ¿¬Á Â � ���¬Â Ë ¿CÊ�¾ � ¾¸Á � Ê � Â ¼ �¬Á �P� ~ �¬Â �Z¾ É¬É Â5� É Á É �C¾L� ¼ Á��¬¾ � ¿CÂ �ZÂ Ë ~ ¼ ¿C¾
� ¾ � � �V½¼ ¾ É �%� É ¿ � � Ä É ¿¬¾ � �¸Á ½ Â5� É ¾��:¾ � ~ Â:Á � ¿ É Á É ¼�É ¾ � Á � � Ç�� öJ� � ¿¬Ê�¾��¬¾'� ÂJ�C¾�Á � ¾ � �@Ê
� Á Ë ¾ ��É ÁÂ � ¿ � Â ò�²�ç�§�¹ ~ Â:Á � ¿ É®� �¬¾ �	��� ¾ � ¿CÂ ½ Â � �	½0ÉN¼ � � �¬Á ��É �&� � �@Ê ~ �¬Â �Z¾ É¬É Â5�\¾'� Ä
�@Ê �V�P� ¾ É���� ¿ � � Á¥¿¬ÊâÁ¥¿ É+� ¾¸Á � Ê � Â ¼ � É Á � ¿¬Ê�¾ É ~ ¾��¸Á=�/¾ � ¿CÂ ~ Â ½ Â �5� Â3� ~ �¬Â �Z¾ É¬É Â5� É �



Ã3Ç � ¯_¡£����ð¡³ªáòV¡ô§@ä � ªZ����ð¡³ª»ò	¡ô§@ä����
	�¯��_¦�¸ª¸¶¸ä�¨����#¯_¢)¹�ªZ¤/¡³ªZ¤��ª
� Á Ë Á ½� � ½��	� ~ � � �	½ ½ ¾ ½ �ZÂ Ë ~ ¼ ¿ � ¿CÁÂ � Â5��¿¬Ê�¾�Á ��� ¾�� ~ �CÂ ��¼ ��¿
Â3��¿ � Âk�:¾��Z¿CÂ5� É �C¾L� ¼ Á��¬¾ É

�	½ Â � �	½ �¸Â Ë�Ë ¼�� Á�� � ¿¬Á Â ��� Ë Â �P�©�V½½ ~ �¬Â^�¸¾ É¬É ÂJ� É �

�!4 � 4 � �* �� $(/ �9&�. �7�*, ..-%/ �-0 /�0�$($�/ $�0�$ � ��/ &�.'-  
� � ¿CÊ�Á É�É ¾��Z¿CÁÂ � � ¾ ~ �¬¾ É ¾ � ¿ É � �V½ô� � Á ½ Á¥¿ ���V���	½���É Á É Â5�#¿CÊ�¾ ~ � � �V½½ ¾ ½ �����\ó �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ëâ�
� ���ZÂJ� � Á �P� ¿¬Â�¿CÊ�¾ � ¾�� � Á ¿CÁÂ � Â5�Å¿¬Ê�¾ Á É Â8¾!�+�ZÁ¾ � � � � ¼�� �Z¿CÁÂ �&� � ¾ É Ê�Â ¼�½ô� � ��� ¿¬Ê�¾
� � ¿C¾ � ¿ � Ê�Á��@Êâ¿CÊ�¾ ~ �CÂ � ½ ¾ Ë É Á��¸¾ W � ¾H¾ ��É ¿CÂ � �CÂ � � Á¥¿¬Ê p � Â5� � �P��¾ � ¾!�+�ZÁ¾ � � �
Â3� ¿CÊ�¾ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ëâ�

� ¾Z¿ � ¾ � ÂV¿C¾ Sp = W/Tp, Ep = Sp/p, Ê�¾��C¾ Tp
Á É ¿CÊ�¾N�ZÂ ËW~ ½ ¾���Á¥¿ � Â3�K¿¬Ê�¾~ � � �V½½ ¾ ½	�V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë � Ê�¾ � p

~ �CÂ �¸¾ É¬É ÂJ� Éu� �¬¾ ¼�É ¾ �#� Sp
Á É ¿¬Ê�¾ É ~ ¾H¾ � Ä ¼ ~ Â3��¿¬Ê�¾ ~ � � �	½ ½ ¾ ½

�V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë �	��� Ep
Á É ¿¬Ê�¾â¾��+�ZÁ¾ � � � �ZÂ�¾!�i�¸Á ¾ � ¿ �
� ¾¸¿ H(p, W ) = pTp − W

� ¾
¿CÊ�¾�¿CÂ	¿ �V½ Â��	¾��CÊ�¾ �	� Â3� � ~ � � �V½½ ¾ ½6�	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ëâ��� Ê�¾ � ¿CÊ�¾�Á É Â�¾!�i�¸Á ¾ � � � � ¼�� �Z¿CÁÂ �
W = g(p, Ep)

Á É+� ¾�� � ¾ � � � ¿¬Ê�¾KÁ ËW~ ½ Á��ZÁ ¿.¾�� ¼�� ¿CÁÂ � � É ¾¸¾ � � � � Ì

W =
Ep

1 − Ep
H(p, W ) . � È��ÃL�

� Â5� É Á ËW~ ½ Á��¸Á¥¿ � Â3� � ÂV¿ � ¿CÁÂ � � ¾K¿ � À	¾ Ep = 0.5
� � Á�� É ¿ � ¾ � Á ½½ ¾ É ¿¬Á Ë � ¿¬¾ ¿¬Ê�¾f�¸Â Ë�Ä

~ ½ ¾���Á¥¿ � Â5�µ¿¬Ê�¾ ~ � � �	½ ½ ¾ ½ �����\ó �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ëâ�
Ã	�+� ¿ É ¿C¾ ~ É � ë;� � ��� � Â3�Å¿CÊ�¾ ~ � � �V½½ ¾ ½ �����\ó �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë §¸¯ � (uº ¿ � ~ ¾èÂ ~ ¾�� � ¿CÁÂ ��É

� �¬¾ �ZÂ ËW~ ¼ ¿C¾ � � � ��½�� ½ Â^� �V½���� ¿ � Á É©¼�É ¾ � � � ¾ � �@Ê ~ �¬Â �Z¾ ÉCÉ Â5� �V�/� � ÂN�¸Â Ë�Ä
Ë ¼�� Á�� � ¿CÁÂ ��� Ë Â �P� ~ �CÂ �¸¾ É¬É ÂJ� É Á É �C¾L� ¼ Á��¬¾ � ��� Ê�¾f�¸Â ËW~ ½ ¾'��Á ¿ � Â5�
¿CÊ�Á É ~ � �C¿6Â5�
�ZÂ Ë ~ ¼ ¿ � ¿CÁÂ ��É Á É � Á��	¾ � � �

T1p = g1

n3

p
.

Ç��+ó ¼ �CÁ �P� Ë � ¿I�CÁ�� Ä �:¾���¿¬Â5� Ë ¼�½ ¿CÁ ~ ½ Á�� � ¿¬Á Â ��� ¿ É ¿¬¾ ~ � ì^� ~ �CÂ �Z¾ ÉCÉ Â5� É ¾'�P�@Ê �V�2� ¾ � Ê�Â É ¿
¾ ½ ¾ Ë ¾ � ¿ É Â5�y�:¾��Z¿CÂ5� Rn � �ZÂJ���¬¾ É ~ Â ��� Á �P� ¿CÂ�Á¥¿ É ½ Â � �V½ � Â ¼������ � � � �¬Á � ~ Â:Á � ¿ É �
� Ê�¾:�ZÂ ËW~ ½ ¾���Á¥¿ � Â5�%¿¬Ê�Á É.É ¿¬¾ ~ Á Éy� Á��:¾ � � �

T2p = g2

n3

p
+ 6

(

α + β
n2

p2/3

)

,

� Ê�¾��¬¾ α Á É ¿¬Ê�¾ Ë ¾ ÉCÉ¬�3� ¾ É ¿ � �N¿ ¼ ~ ¿¬Á Ë ¾ �V��� β Á É ¿CÊ�¾®¿¬Á Ë ¾i�¬¾�� ¼ Á��C¾ � ¿CÂ É ¾ ���
Â � ¾\¾ ½ ¾ Ë ¾ � ¿�Â3� ��� ¿ � �

È�� � � � �V½½ ¾ ½ �ZÂ ËW~ ¼ ¿ � ¿CÁÂ � Â5�#¿CÊ�¾6Á ��� ¾�� ~ �¬Â ��¼ ��¿ÅÂ3�#¿ � ÂU�	¾L��¿¬Â5� É$� ¿ É ¿¬¾ ~ É � ÇJ� � � � � �
� � � �	��� � ÃHÆJ� �C¾L� ¼ Á��¬¾ Ék�	½ Â � �	½ �¸Â Ë�Ë ¼�� Á�� � ¿¬Á Â ��� Ë Â �2� �V½½ ~ �CÂ �¸¾ É¬É ÂJ� É���¼ �CÁ �P�
ÉN¼ Ë�Ë � ¿CÁÂ � Â3� ½ Â � �V½ ~ � �N¿ É Â3�Å¿CÊ�¾ ~ �¬Â ��¼ �Z¿ �%� Ê�¾+�¸Â ËW~ ½ ¾'��Á ¿ � Â3�Å¿CÊ�Á É É ¿C¾ ~ Á É
� Á��	¾ � � �

T3p = g3

n3

p
+ 2R(p)(αb + βb),

� Ê�¾��¬¾ R(p) � ¾ ~ ¾ ����É Â � ¿CÊ�¾ �V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë ¼/É ¾ � ¿¬Â�Á ËW~ ½ ¾ Ë ¾ � ¿'¿CÊ�¾ � ª¬«V¦�±@ª �6¢£¢
Â ~ ¾�� � ¿¬Á Â �\�	��� ¿CÊ�¾ � ���@Ê�Á ¿C¾L��¿ ¼ �C¾
Â5�8¿¬Ê�¾��¸Â ËW~ ¼ ¿¬¾�� �,� Â5�&¿¬Ê�¾ É Á ËW~ ½ ¾ É ¿ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë
� ¾\Ê � �:¾ R(p) = p

�
� ¼ Ë�Ë Á �P�K¼ ~ �V½½ Â � ¿ � Á � ¾ � ¾ É ¿CÁ Ë � ¿¬¾ É � ¾��ZÂ Ë ~ ¼ ¿C¾�¿¬Ê�¾��ZÂ Ë ~ ½ ¾���Á ¿ � Â5�/¿¬Ê�¾ ~ � � �	½ ½ ¾ ½�����\ó �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë
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Tp(J) = g
n3

p
+ 5R(p)(αb + βb) + 6

(

α + β
n2

p2/3

)

.

� Ê�¾ ~ �¬Â � ½ ¾ Ë É Á��¸¾\Â3�µ¿CÊ�¾ É ¾��¬Á �	½&�V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë Á É ¾L� ¼/�V½ ¿CÂ W = gn3
�

� Ê�¾�¿CÂV¿ �V½ Â��:¾��¬Ê�¾ �:� Â3�µ¿CÊ�¾ ~ � � �V½½ ¾ ½ �����\ó �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë Á É � Á��:¾ � � �
H(p, W ) = 6αp + 6βp1/3n2 + 5pR(p)(αb + βb).

� ¾ �V���	½�� �¸¾ð¿¬Ê�¾$Á �  ¼ ¾ � �Z¾�Â3��¾ � �@ÊKÁ �/� Á���Á ��¼��	½ ¿C¾�� Ëâ�3� Ê�¾��¸Â ËW~ Â � ¾ � ¿&¿¬Ê � ¿ �C¾L� ¼ Á��¬¾ É
¿CÊ�¾ ~ �CÂ � ½ ¾ Ë É Á��¸¾+¿¬Â � �¬Â � � ¿$¿CÊ�¾ � �	É ¿C¾ É ¿ � � ¿¬¾ � ¾¸¿C¾�� Ë Á � ¾ É ¿¬Ê�¾�Â��:¾�� �V½½��	É�� ËW~ ¿¬ÂV¿¬Á��
Á É Â�¾��+�ZÁ¾ � � � � ¼�� ��¿CÁÂ � �µ� �£¿¬¾�� É Á ËW~ ½ ¾+�¸Â ËW~ ¼ ¿ � ¿¬Á Â ��É � ¾ � ¾Z¿'¿CÊ�¾i� Â ½ ½ Â � Á �P� ¿CÊP�¬¾¸¾
Á É Â�¾��+�ZÁ¾ � � � � ¼�� �Z¿CÁÂ ��É

W = O(p), W = O(p), W = O
(

pR(p)
)

.

� Ê ¼/É ¿CÊ�¾K¿CÊ�¾'Â��	¾�� �V½½&�	É�� ËW~ ¿CÂ	¿CÁ��\Á É Â�¾��+�ZÁ¾ � � � � ¼�� ��¿CÁÂ � Á É.� ¾'� � ¾ � � � ¿¬Ê�¾ Â��	¾�� Ä
Ê�¾ �:��É Â3� ¿CÊ�¾ �:½ Â � �V½ �¬¾ ��¼ ��¿CÁÂ � Â ~ ¾�� � ¿¬Á Â � �

� ¾Z¿ ¼�É �¸Â ��É Á � ¾��Å¿CÊ�¾ Ë Â É ¿ É Á ËW~ ½ ¾ �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë � � Ê�¾ �â�V½½ ~ �CÂ �¸¾ É¬É ÂJ� É�É ¾ ��� ¿¬Ê�¾¸Á��
½ Â � �	½ �C¾ ÉN¼�½ ¿ É ¿¬Â6¿¬Ê�¾ Ë �	É ¿C¾�� ~ �¬Â �Z¾ ÉCÉ Â5� � � Ê�Á��@ÊW�ZÂ ËW~ ¼ ¿C¾ É ¿¬Ê�¾ �	½ Â � �	½ Á ��� ¾�� ~ �¬Â ��¼ ��¿
�V��� � �¬Â �:� � �:É ¿ É Á¥¿.¿CÂ �	½ ½ ~ �CÂ �¸¾ É¬É ÂJ� É ��� Ê�¾ � R(p) = p �	��� W = W = O(p2)

��� �
¿CÊP�¬¾¸¾	� � Á Ë ¾ ��É Á Â ���V½ Ë ¾ É Ê � ¾¸¿ � ÂJ�CÀâ¿¬Ê�¾ �	½ Â � �V½�·Cª@«_¦�±@ªK�	�����Z·Cç3¯	«:±@¯�§�¹ Â ~ ¾�� � ¿CÁÂ ��É� �V� � ¾�Á ËW~ ½ ¾ Ë ¾ � ¿C¾ � � Á¥¿¬Ê R(p) = p1/3

��� Ê ¼/É ¿CÊ�¾ ~ �¬Â � ½ ¾ Ë É Á��¸¾ W Ê �:É ¿CÂ � �¬Â �
�	É O(p4/3) ¿¬Â Ë � Á � ¿ � Á � � �Z¾��N¿ � Á � ¾��+�ZÁ¾ � � � ��� Â5� � Ê � ~ ¾���� ¼ � ¾ Ë ¾ É Ê � ¾ Ê � �	¾
É Ë �V½½ ¾�� �¸Â É ¿ É Â3�u¿¬Ê�¾ �	½ Â � �V½ �¬¾ ��¼ �Z¿CÁÂ � Â ~ ¾�� � ¿¬Á Â � R(p) = log p � ¿CÊ�¾ � Á É Â�¾��+�¸Á ¾ � � �� ¼�� ��¿¬Á Â � Á É � ½ Â É ¾�¿¬Â ½ Á � ¾ � � W = O(p log p)

�9� ¾ � Â	¿C¾ � ¿CÊ � ¿èÁ � ¿CÊ�¾ � �	É ¾�Â3� �Ë Â � ¾�� � ¿C¾ ��¼ Ë � ¾��0Â5� ~ �CÂ �Z¾ ÉCÉ Â5� É ¿CÊ�¾{�ZÂ É ¿ É Â5� �:½ Â � �V½ �C¾ ��¼ �Z¿CÁÂ � Â ~ ¾�� � ¿¬Á Â � � �V� � ¾
Á �:� Â5�¬¾ � �V��� ¿CÊ�¾KÁ É Â�¾��+�ZÁ¾ � � � � ¼�� �Z¿CÁÂ � W = O(p) ½ Á � ¾ � � ½��è� ¾ ~ ¾ ����É Â � p

�

�!4	�!4 � /^,."%$�.L,3�*,�1 �  �� " .�0 .'&(�*) 0�$ / ���/;/!&� 7/ )�.�,
� � ¿CÊ�Á ÉKÉ ¾��Z¿CÁÂ � � ¾ ~ �C¾ É ¾ � ¿ É Â Ë ¾f�¬¾ ÉC¼�½ ¿ É Â3���¸Â ËW~ ¼ ¿ � ¿CÁÂ �/�V½ ¾'� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ É � 	 Â Ë�Ä
~ ¼ ¿ � ¿CÁÂ ��É � ¾��¬¾ ~ ¾���� ÂJ� Ë ¾ � Â � � %�� � � ö �¸Â ËW~ ¼ ¿¬¾�� � ¿ 	 ���.� 	 � � % Â ½ Â �	��� �
� ¯_·C¯V¢£¢ ª¸¢µ¤/¦��ª¸·�¡³±@¯_¢µç�� �¸ª@±¸¹³§!�
�^~ ¾L�ZÁ �V½ ¿CÂ�Â ½ôÉ � �C¾ � ¾��	¾ ½ Â ~ ¾ � ¿CÂ É Á ËW~ ½ Á�� � ¿¬Ê�¾ ~ � � �	½ ½ ¾ ½ Á�� � ¿¬Á Â � Â5� �8¼ Ë ¾��CÁ�� �	½.�V½ Ä
� Â5�¬Á ¿CÊ Ë ÉH� ¾ � � � *'¡ �$(�¯	± � ¿CÂ�Â ½ � Ã3Æ � �	��� ��� ° ' ± ¿CÂ�Â ½ À�Á¥¿ � Ã � �P� ¾ Ê � �	¾ � ¾��	¾ ½ Â ~ ¾ � �
¿CÂ�Â ½ � ¯_· ' ç_¢ Â3� ~ � � �	½ ½ ¾ ½:��¼ Ë ¾��¬Á�� �V½:� ��� ����É¸� � Ê�Á��@Ê � �V� � ¾ ¼�É ¾ � � Â5� É ¾ Ë Á � �V¼ ¿¬Â Ë � ¿¬Á��~ � � �V½½ ¾ ½ Á�� � ¿CÁÂ � Â3� ��� ¿ � ~ � � �V½½ ¾ ½/�	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É¸� ¿CÊ � ¿ � �C¾�Á ËW~ ½ ¾ Ë ¾ � ¿C¾ � Á ���	�	� �8� ¼ �@Ê
�V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É0� �C¾ ¼�ÉN¼/�V½½�� �ZÂ ��É ¿�� ¼ ��¿¬¾ � � ÂJ� É Â ½ ��Á �P� � ó.� É+�V���èÉ���É ¿¬¾ Ë É Â3�!� ó6� É Â �
½ Â � Á�� �V½½�� �¬¾ �:¼�½ô� ���C¾L��¿ �	�P�	¼�½� � � �CÁ ��É � � ¯_· ' çV¢ Á É
�6½ Á � � � � � Â3� ~ � � �V½½ ¾ ½�� ��� ��� Â ��� ¾L��¿ ÉH�
� � ¼�� ��¿CÁÂ �/�V½ Á¥¿ � Â5� � Ê�Á��@Ê�Á É6É Á Ë Á ½� ��¿CÂ * ¡ô§�¹»·�¡
�Z¦�¹�ª@« �6·�·¬¯_º�§ Á � ��� ° ' ± �#� ¿ É Ë � Á �� ¾ � ¿ ¼ �¬¾ É+�V�/� É Â Ë ¾ � ~P~ ½ Á�� � ¿CÁÂ ��É+� �C¾ � ¾ É �'�¬Á � ¾ � Á � � ì � Ã¸ì � �

� É Á¥¿ � Â ½½ Â � É ���¬Â Ë ¿CÊ�¾ ¿CÊ�¾¸Â5�¬¾Z¿¬Á�� �V½��V���	½���É Á ÉU� Á��	¾ � Á � ~ �¬¾���Á Â ¼�É'É ¾��Z¿CÁÂ � ¿¬Ê�¾
ÉN¼ ~ ¾�� ½ Á � ¾ � �A�ZÂ � �	¾�� � ¾ � �Z¾®Â3�Å¿CÊ�¾ �����\ó�Ë ¾Z¿CÊ�Â � � Â ½ ½ Â � É\��¼ ¾�¿CÂâÊ�Á � Ê � Â ��½ Á � ¾ � �
¾'�u¾���¿6Â3�ð¿CÊ�¾'Â � ¿ � Á � ¾ � Á ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾KÂ ~ ¾�� � ¿¬Â5� ��� � � � �Z¿ � ¾ � ¾ �V½ � Á¥¿¬Êâ¿CÊ�¾ � Á=� ¼ �I� � ¿CÁÂ �
Â3��¿CÊ�¾+� ¼�� ��¿¬Á Â � � ¾ É �'�¬Á � Á �2� ¿CÊ�¾è¾����¬Â5�\ÂJ�:�C¾ É Á ��¼��	½ Â3�Å¿CÊ�¾èÁ¥¿¬¾�� � ¿¬Á Â �nÉ ¾�� ¼ ¾ � �Z¾ �%�
É Ë Â�ÂV¿¬Ê'¿I�C¾ ��� Â3��¿¬Ê�¾ É ¾y� ¼�� �Z¿CÁÂ ��É
� �C¾ �@Ê �	�P� ¾ � � Á ¿CÊ � � � ¼ ~ ¿ � ¼ Ë ~ É$� ¿ É Â Ë ¾�Á¥¿¬¾�� � Ä
¿CÁÂ ��É ��� Ê�Á É � ¾ � ¿ ¼ �C¾\Á É+É ¾ ��É Á¥¿¬Á��:¾.¿¬Â É Ë �V½½ ~ ¾��N¿ ¼ � � � ¿CÁÂ �/É Â5�µÁ ¿C¾�� � ¿CÁ��	¾ ~ � � � Ë ¾Z¿¬¾�� É �



Ã¸ì � ¯_¡£����ð¡³ªáòV¡ô§@ä � ªZ����ð¡³ª»ò	¡ô§@ä����
	�¯��_¦�¸ª¸¶¸ä�¨����#¯_¢)¹�ªZ¤/¡³ªZ¤��ª
� Ê ¼/É � ¾a� �V� ¾'� ~ ¾L��¿�¿CÊ � ¿®¿¬Ê�¾ �8¼ Ë � ¾�� É Â5�.Á ¿C¾�� � ¿¬Á Â ��É Â3��¿¬Ê�¾ ~ � � �V½½ ¾ ½ �:¾�� É ÁÂ ��É
Â3�%¿¬Ê�¾ É ¾ �V½�� ÂJ�CÁ ¿CÊ Ë É � Á ½ ½&� ¾ ~ ¾ ��� Â � ¿CÊ�¾ �8¼ Ë � ¾��+Â3� ~ �¬Â �Z¾ É¬É Â5� É ��� Ê�Á É ~ �C¾ � Á���¿CÁÂ �
Á É �ZÂ � �2� Ë ¾ � � � �ZÂ Ë ~ ¼ ¿ � ¿CÁÂ ���	½ ¾�� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ É � Â5� � ¿¬¾ É ¿ ~ �¬Â � ½ ¾ Ë � Á ¿CÊ � Á���¾��C¾ � �Z¾
� �¬Á � 80×80×80 � É ¾H¾ � � � ½ ¾ ö � � Ê�¾��C¾�¿CÊ�¾ ��¼ Ë � ¾�� É Â5�/Á ¿C¾�� � ¿¬Á Â ��É � Â5� ~ � � �	½ ½ ¾ ½ � � �¬Á Ä
� ¿CÁÂ �/�V½��	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É
� �¬¾ ~ �C¾ É ¾ � ¿C¾ � ���:� Ê�¾k� ½ô�	É¬É Á�� �	½ Á¥¿¬¾�� � ¿¬Á��:¾ �V½�� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É$�:É � ¾ ½ ½/�	É
¿CÊ�¾ ����ó �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë � �C¾ É ¿ � � ½ ¾ � Á ¿CÊi�¬¾ É ~ ¾���¿0¿CÂ\¿CÊ�¾ ��¼ Ë � ¾���Â3� ~ �CÂ �¸¾ É¬É ÂJ� ÉH� � Ê�Á ½ ¾
¿CÊ�¾:�¸Â � �	¾�� � ¾ � �¸¾k� � ¿C¾\Â5�%¿CÊ�¾ ���.��ó �V��� �����\óxË ¾Z¿¬Ê�Â ��É�� ¾ ~ ¾ ����É Â � p

�

� ����� e�� 	 J M L O3C;@{T L¬] 6 d B&P ^ L¬] RZ^�P d O;69B d¸]0[ R ] R¸e)e L e�>HR ] P¥R¸^�P d O8RHe�RHe7? d¸] P)^�MJ@A6�F
� L ^�M d < p = 1 p = 2 p = 4 p = 8 p = 16


 � A3A@b A3A@b AHA�b AHA�b A3A�b
T S W3X F¸G W3X FHG W3X FHG WHX FHG WHX F¸G� T S�� W G ` A G�� A�XHb A�XHb A@X3b A@X3b A�X3b
T Q T S F c F F DHb FHI X F WHa F A�b
J T�� S W	A@b WHa F W FHG a	A F W3b F

� ¾'��¿ � ¾y�ZÂ ��É Á � ¾�� ¿CÊ�¾�¾��+�¸Á ¾ � � � Â5� ~ � � �V½½ ¾ ½ 	 � �V�/� ����ó � È:Æ � ÃHÆ;� �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë É �
� Ê�¾ ��� �C¾'¿ � ~ Á�� �V½ ¾'� � Ë ~ ½ ¾ É Â5�0¿ � Â � É ¿¬¾ ~ �¬¾�� ¼ ���¬¾ � �Z¾ �	��� Â � ¾	� É ¿C¾ ~ Á¥¿¬¾�� � ¿¬Á��:¾ �V½ Ä
� Â5�¬Á ¿CÊ Ë É �8� Ê�¾ �¬¾ ÉC¼�½ ¿ É�� �¬¾ � Á��	¾ � Á � � � � ½ ¾ É � �V��� � � # ¾��C¾ � ¾ ~ �¬¾ É ¾ � ¿�¿¬Ê�¾ � �	½ ¼ ¾ É
Â3�%¾�� ~ ¾��¬Á Ë ¾ � ¿ �V½uÉ ~ ¾H¾ ��¼ ~ Sp(n) =

T1(n)

Tp(n)
�V�/� ¾��+�ZÁ¾ � � � Ep(n) = Sp(n)/p �¸Â8¾�� Ä

���ZÁ¾ � ¿ É � ÂJ� É � �V½ ¾ � É Á��¸¾ É Â3� ¿CÊ�¾ � Á É �'�¬¾Z¿¬¾ ~ �CÂ � ½ ¾ Ëâ�

� � ��� e�� 	 J M L 6 [�L¬L <JC [ RHO;< LIc E@P L O8EID®E d_LIc E@P L O_^&69B dH] ^�M L � T S�� W G ` A G�� RHe7? dH] P ^�M;@WF

p Sp,80 Ep,80 Sp,120 Ep,120 Sp,160 Ep,160

F A F X FHGKG F XHD G A F XHD F G F X3bVAwA F X I A G F X3b3D
a\W F DHb3b G F X F3F W F IHI D G F XHa	ArW F b G b G F X�c Fb I F A G a G F b I b I F F W F G F X G a I F X F3F G F X	A3A

A@D'A�W F AZc G F b F3F A@W F D F G F b�c_AwA@a F cHb G F b3D�c
W F�F a F X3X G F I b	A F c F IHG G F b G W F D F G A G F b	A�W

� ¿r� Â ½½ Â � É ���¬Â Ë �C¾ ÉN¼�½ ¿ ÉH� ~ �¬¾ É ¾ � ¿¬¾ � Á � � � � ½ ¾ É � �	��� �.¿CÊ � ¿ � ÂV¿CÊ ~ � � �	½ ½ ¾ ½��	½�� Â Ä
�CÁ ¿CÊ Ë É+É � �	½ ¾ � ¾ ½½ã���	��� ¾�� ~ ¾��CÁ Ë ¾ � ¿ �	½ �¬¾ ÉC¼�½ ¿ É �¸Â � �2� Ë ¿CÊ�¾\¿CÊ�¾HÂ5�¬¾Z¿CÁ�� �	½ ~ �C¾ � Á���¿CÁÂ �
¿CÊ � ¿$Á É Â�¾��+�ZÁ¾ � � � � ¼�� �Z¿CÁÂ � Â3��¿CÊ�¾ ~ � � �V½½ ¾ ½ ����ó �	½�� Â5�¬Á¥¿¬Ê Ë Á É � ½ Â É ¾Å¿CÂ ½ Á � ¾ � �
Â � ¾ �
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� � ��� e�� 	 J M L 6 [�L¬L <JC [ RHO;< LIc E@P L O8EID®E d_LIc E@P L O_^&69B dH]�[ R ] RHe)e L e 
 �rRHe7? dH] P ^�M;@WF

p Sp,80 Ep,80 Sp,120 Ep,120 Sp,160 Ep,160

F A F bHX	A G F X¸a_c�A F X F D G F X3DHW A F XHD F G F X3b	A
a\W F DVA F\G F X G WâW F DHb3b G F X FHF W F I D GwG F XHa Gb�D F I D3b G F b¸a�DâD F XHD3b G F b I A I F A@D GwG F b3X�c

A@D'A F F b F\G F b G AâA@W F A I G F b F W A�W F a�X G F bHa�W
W F�F a F G W G F I cVA F a F X3D G F I b G~F c F W3b G F I X3W

) 1��9)%� � $(/ 8 �* 7/ )�.
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