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¦ Î ¦�§ Í�ç��,�ÄÏ× ¦ êrç��¯è���Ö ¨ è����ç ¦ Ï § ��Í����/Ö8Î �ÊÖA�$Ùd��Ï ×���Ï Î èÄÖåÎØÖ	ê����¡���ØÖ � ê��¯ç�Î Ù+Ï è��
ê Ö�× ¦ ê&Î � ¦ ��� ¨ Ö:ç ¦ Ï § ÎØÏ § �	Í�ê ¦ �ÄÏÂèÄÏl�3Î¯�

�����,���T�,¢�ÏÎNèÄÎ ¦ Ù+Ï ¨ �£� ¦	§ ����ÖA�;���ÄÖ � ê��¯ç�Î � è�����ÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § ÖA� Ùd��Ï ×��åÏ Î+×�� ¦ � ¦ ×�è��+�Né
Ïl¤+� ¨ Ù+Ï è���Î�� ¦ ��� ¦V§�¨ êÖ�× ¦ êrÎNÏ § �	Í�ê ¦ �ØÏ èØÏ��FÎF�@����� Û ���,��� ¦ ê#è����¯ç�Î��¯ê����3Î ¦ Î ÎØç ¦ êê&Ö § �FÎ
×ZÖ	ç�� ¦ ��� ¨ Ù+ÏÂè�� è����¥� § èØÏ���� ¨ Ö	ç ¦ Ï § �u�����^×ZÖ:ç���êl�,¢�Ï è Û ÖA�#è����FÎ��T�@�ØÖ � êl�Fç�Î0Ï Î0Ï § è����
� ¦ ×�èûè�� ¦ è0è����FÎ��.êÖ�× ¦ êxÎØÏ § �:Í�ê ¦ �ÄÏÂèÄÏl�3Î ¦ ���.ÎØç ¦ êê § Ö	èûÖ § ê Û Ù+Ï è��9���FÎ����3×�èûèØÖ�è����f� § èØÏ����
¨ Ö	ç ¦ Ï § ÏÂè@Î �FêZ� � � Í�è¦�,��� § èÄÖ ¦ ÎØÍ�Ï è ¦A� êl�æç��FÎ��ÎNè��+�&�   Ö:ç�����Ö:ÎÄÎNÏ � ê��+ÎNÖ:ê Í�èÄÏ Ö § Î ÖA�/è���Ï Î
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Ω � �KÎNÖ:ç�� � Ö	Í §/¨ � ¨å¨ Ö	ç ¦ Ï §&� ∂Ω ¨ � § ÖVè��3Î
ÏÂè@Î � Ö:Í §�¨�¦ � Û ���2�¯è

A � ��ÎØÖ	ç��^ê Ï § � ¦ �d�¯êê Ï���èÄÏ×^ÖG���+� ¦ èØÖ��æÖ § Ω �
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�   £0�5è����¯ÖG���¯èØÏ × ¦ ê �/¦ ×@Úu���ÄÖ	Í §/¨ �c���@�^�¥���,� § �ÇÖ��Äç'Í�ê ¦ ÏÎÁÙ%�¯êêxÚ § ÖaÙ §µ¦V§/¨ � ¦ Î0è����
�ÇÖ	êê ÖaÙ+Ï § ��Î�è��ØÍ�×ZèØÍ����	ë

(Au, v)L2(Ω) = aL2(Ω) (u, v) − 〈δu, γv〉L2(∂Ω),
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aL2(Ω) (·, ·) ¨ � § Ö	è��3ÎÊÎØÖ	ç�� � ÏêÏ § � ¦ �o�ÇÖ��Äç ×ZÖ������FÎ��/Ö §�¨ Ï § � èØÖ Ö����,� ¦ èÄÖ��
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ªT���+� ¦ èØÖ��
γ

Ï Î ¦ è�� ¦ ×"��Ö����,� ¦ èÄÖ��^Ö § ∂Ω �%¦	§�¨ δ ¨ � § ÖVè��FÎ^è���� § ÖG�Øç ¦ ê ¨ �,�ÄÏl� ¦ èØÏ����
Ö����,� ¦ èØÖG�rÏ §�¦ �G� § �+� ¦ ê8Î�� § Î��	�>; ¦ �ØèØÏ ×ZÍ�ê ¦ � �ÇÖG�Øç�Ö���Ö����,� ¦ èÄÖ��@Î

γ � δ ¦V§�¨¡� Ïê Ï § � ¦ �_�ÇÖ��Äç
aL2(Ω) (·, ·) ¨ �,��� §/¨ Î+Ö § è����£�ÇÖG�ØçpÖA�
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�
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; Ö:Ï § × ¦ �=<Zé   è��¯Ú�ê Ö �tÖ����,� ¦ èØÖG��ç ¦ �/Î�ÎØÖ	ç�� �ÇÍ § ×�èØÏÖ §%� �:Ïl�G� § Ö § è��@� ¨ Ö:ç ¦ Ï §

� Ö:Í §�¨�¦ � Û:� èØÖ ¦	§ ÖVè����,�'Ö § ��Î����3×ZÏ��@� ¨�¦ èKè���ÏÎ � Ö:Í §�¨�¦ � Û �&�¼è'Ï Î'× ¦ ê ×ZÍ�ê ¦ è�� ¨ Ï § è����
�ÇÖ	êê ÖaÙ+Ï § �Ù ¦�Û ë

Pϕ := δu = δGϕ,
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u
ÏÎ+è����KÙ%� ¦ Ú ÎNÖ:ê Í�èØÏÖ § ÖA� ¦ �@�ØÖ � êl�FçpÏ § ���FÎNèØÏ�� ¦ è�� ¨#� G ¨ � § ÖVè��FÎæè����'�¥���+� §Ö����,� ¦ èØÖG� ��¦	§�¨ è����Y�3Ü8Í ¦ êÏÂè Û γu = ϕ

ÏÎ��ÇÍ�ê���êê�� ¨�¦ è ¦V§�Û ��Ö	Ï § è Ö § ∂Ω �������Y���FÎØÍ�ê è
ÏÎ�è�� ¦ è ;¥Ö	Ï § × ¦ �=<Zé   è��FÚ8êÖ � Ö����,� ¦ èÄÖ��^ç ¦ ��Î � Ïl�ÄÏ ×���êl�¯è � Ö:Í §�¨�¦ � Û ×¯Ö §�¨ ÏÂèÄÏ Ö § èÄÖµè����
×ZÖ������FÎ��/Ö §�¨ Ï § ��f�¯Í�ç ¦	§�§ � Ö	Í §�¨�¦ � Û ×¯Ö §�¨ Ï èØÏÖ § �

� ÖaÙXÙ%�K×ZÖ § ÎNÏ ¨ �+�ûè����£�ÇÖ	êêÖaÙ+Ï § �����ÄÖ � êl�Fçåë






Au = f
Ï § Ω,

u = g
Ö § ∂Ωγ , δu = µ

Ö § ∂Ωδ,

�»Ñ � Ð �

Ùd���,���
∂Ω = ∂Ωγ ∪ ∂Ωδ

¦V§/¨ ∂Ωγ ∩ ∂Ωδ = ∅ ��¦	§�¨ Í § Ú § ÖaÙ § u ∈ V
�

 Ö § ÎØÏ ¨ �,� § Ö § é»Ö �G�,�Äê ¦ ����Ï § � ¨ Ö	ç ¦ Ï § Ω ¨ �3×ZÖ	ç���Ö:ÎØÏÂèÄÏ Ö § Ï § èØÖ ¦�§ Í�ç � �,� Ö��
ÎNÍ �x¨ Ö:ç ¦ Ï § Î�é�ÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § èÄÎ

Ωk
Ù+Ï è�� � Ö	Í §�¨�¦ �ÄÏ��FÎ

∂Ωk
��� § è����Î �3Ü8Í��¯êrÖ����,� ¦ èØÖG�ÄÎ

Pk
� Gk

� γk
� �¯�F� ¦ ���µÖ����,� ¦ èØÖG�ÄÎ

P � G � γ � �¯�¯� �ÇÖ��ÎNÍ �x¨ Ö:ç ¦ Ï § Ωk
�|��Í��Øè��@�,�ÄçÖG��� Ù��

Í�Î �.è���� § Ö	è ¦ èÄÏ Ö § vk
�ÇÖG�$è����T���FÎNè��ÄÏ ×�èØÏÖ § ÖA� ¦V§µ¦ � � ÏÂè�� ¦ � Û �ÇÍ § ×ZèØÏÖ § v ¦ è0è��@�T���,�:Ï Ö §

Ωk
�
�������¥���,� § �ÇÖ��Äç'Í�ê ¦'¦	§�¨ ;¥Ö	Ï § × ¦ �=<Zé   è��FÚ8êÖ �Ö����,� ¦ èØÖG� ¦ êêÖaÙßÍ�Î$èÄÖo�,¢�×ZêÍ ¨ � è����

���ØÖ � ê��¯çpÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § Ï § ÎNÏ ¨ �KÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § èÄÎ ¦V§/¨ èÄÖ�×¯Ö § ÎØÏ ¨ �,�æÖ § ê Û9� Ö	Í §�¨�¦ � Û � ¦ êÍ��FÎF�
ª § è���Ï Î ��¦ ÎØÏÎ$è����6Ï § ÏÂèÄÏ ¦ ê����ÄÖ � êl�Fç × ¦V§S� �f��� ¨ Í/×"� ¨ èØÖ�è����f�@�ØÖ � êl�Fç �ÇÖG� � Ö	Í §�¨�¦ � Ûè�� ¦ ×"�3ÎæÖA�¥ÎNÍ����,���¯ê��¯ç�� § è@Î � Î��,� � Ô��/Ò��xÕ3� ���

�2�Zè
ϕk = γkwk

� � ¦ è�� ¦ ×"�ÁÖA�xÎNÖ:ç����ÇÍ § ×ZèØÏÖ § w ∈ V
Ö § ∂Ωk

� Ùd��Ï ×��ÊÏ Î ¨ �!� § � ¨Ï § Ω ¦V§�¨ Ï Î0ÎØÍ���×ZÏ�� § èØê Û ÎØç�Ö�ÖVè��%�  Ö § ÎØÏ ¨ �,� ¦ êÎØÖ � è����d�ÇÍ § ×�èØÏÖ § w̃ Ï Î ¨ � � § � ¨ Ï § è����
�ÇÖ	êê ÖaÙ+Ï § �Ù ¦�Û

γkω̃k = Gkϕk + uf,k
�»Ñ � Ñ �

Ï § �,�G�,� Û ÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § è
Ωk

� �k�,���
uf,k

Ï Î ¦ ÎNÖ:ê Í�èÄÏ Ö § Ö��rè����£�ÇÖ	êêÖaÙ+Ï § �����ÄÖ � ê��¯ç ë
{

Auf,k = f
Ï § Ωk,

uf,k = 0 ¦ è
∂Ωk.

�2�ZèrÍ�Î&ÎØÍ�����Ö:Î��
è�� ¦ è
w̃ ∈ V ¦	§�¨ Ï è%ÏÎr×ZÖ § èÄÏ § Í�� ¨^¦ ×"�ÄÖ:ÎÄÎxÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § èÄÎ � Ö	Í §�¨�¦ �ÄÏ��FÎ

¨ Í��^èØÖè�����×ZÖ § ×"���Zè��T�ÇÖG�ØçpÖA� è����£�ÇÍ § ×�èØÏÖ § ϕ �
� ÖVè�� � è�� ¦ è

w̃
ÏÎ ¦	§ �,¢ ¦ ×�è�ÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § ÖA���FÜ8Í ¦ èØÏÖ § Í §�¨ �+�'×ZÖ § ÎNÏ ¨ �+� ¦ èØÏÖ § Ï § �,�8é

�,� Û ÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è
wk

Î��,� ¦ � ¦ è��Fê Û:� � Í�è�Ï è ¨ Öc�3Î §�� è�Î ¦ èØÏ Î � Û è���� Ö��ÄÏl�:Ï §/¦ ê/�@�ØÖ � êl�Fç
�\Ñ � Ð � ¦ Î ¦ Ùd��Ö:êl�:�2�%Ö � ��è�����ÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § ÖA�ûè���Ï Î£���ÄÖ � ê��¯çzÏ § Ω

Ï è � ¦ Î�èÄÖ)��èKÎØÖ	ç��
¦	¨�¨ Ï èØÏÖ §/¦ êr×¯Ö §�¨ ÏÂèÄÏ Ö § Î ¦ ×,�ØÖ8ÎØÎ+ÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è@Î � Ö	Í §�¨�¦ �ÄÏl�3Î¯�������FÎ���×ZÖ §�¨ Ï èØÏÖ § Î6× ¦V§
� � ¨ �+�ØÏ���� ¨ ¦ Î%�ÇÖ:ê êÖaÙ ÎF�u��Í § ×ZèØÏÖ § w̃ Ï Îûè�����ÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § ÖA�rè����£���ÄÖ � ê��¯ç � Ïl�rÏ è.Î ¦ èØÏ Î ���FÎ
¦ ×ZÖ § ��� § èÄÏ Ö §�¦ êrÙ�� ¦ Ú �FÜ8Í ¦ èÄÏ Ö § �ÇÖ���è����ÎØÖ	êÍ�èÄÏ Ö § u

�^����Í�Î � ���F×¯Ö ���,�ÄÏ § ��è�� ¦ è �»Ñ � Ñ ���Ö	ê ¨ Î � Ö § �K× ¦	§ Ö � è ¦ Ï § � Î �+� � Ô���Ò���Õ+� �ÇÖG�+ç�Ö���� ¨ �Zè ¦ Ï ê Î���ë






∑

k

〈Pkϕk, ψk〉L2(∂Ωk) =
∑

k

〈δkuf,k, γkvk〉L2(∂Ωk)+〈µ, ψ〉L2(∂Ω), ∀ψ ∈ VΓ,0,

γϕ = g ¦ è
∂Ωγ . �»Ñ � � �



Ô8Ñ Å�� � ÆV® Æa¶/¸¹¶��$Ì����%Æ	�3ÆaãØ¬¯â�Æ
���� Ì#Æaâa¬Z¶��	½Vâ
�����£�ÇÖ	êê ÖaÙ+Ï § ��Î � ¦ ×"�3Î ¦ ���T�@�ØÖG�/Ö8Î � ¨ ���+���:ë

VΓ = {ϕ = {ϕk} : ∃w ∈ V : ϕk = γkwk},

VΓ,0 = {ϕ = {ϕk} : ∃w ∈ V : ϕk = γkwk
��¦V§�¨ γw = 0 ¦ è

∂Ω}.

�k�,���æè��@� Í § Ú § ÖaÙ § �ÇÍ § ×ZèØÏÖ § ϕ ∈ VΓ
��;¦�ÄÖ � êl�Fç �\Ñ � � � ÏÎ$è����f���3Ü:Í�Ïl��� ¨ ���ÄÖ � ê��¯ç �ÇÖ��

ÎNÍ����,���¯ê��¯ç�� § è@Î � Ö:Í §�¨�¦ � Û è�� ¦ ×"�3Î¯�A���@�,��� ¦ ����� ¦ �ÄÏÖ	Í�Î;�   £0�{× ¦ ê ×ZÍ�ê ¦ èÄÏ Ö § ÎÄ×����¯ç��FÎF�
�P��×¯Ö § ÎØÏ ¨ �,�������F×ZÏ Î�� ¨ �!� § Ï èØÏÖ § Î+ÖA�rè����3Î �Y� ¦ �ÄÏ ¦V§ èÄÎÁÏ § è����Y�"¢ ¦ ç���êl�^ÖA�   �3×�èØÏÖ §g� �

��{'&)(+*-, ���¦� ��/21���� , �d�21 5��P������5 1
	 ���9��/ 1 *-5 3��G��� ������
. / 12�¦���

R R G f3F ] D `NR¯`�P f O�RFg N:f+F RFP)O Ω
X R;N:L G f3F ] f+C P)`�P f O f+E `�M LdN:f+F RFP)O ΩP)Oa` f K3

= 8
C	D ] L _ L g L�FKL Oa` C

��������t"n������ f3F ] D `NR¯`�P f O8RFg N:f+F RFP)O Ef _ `�M LdFKfAN	L g ]:_ f3X g L�F [

� B���B¥7 :+<+>�<�� �!� "^<�#%$�<�&'�(�!#
)*� +�,_=-#@8.+/� �
�P�å×ZÖ § ÎNÏ ¨ �,��è���� ��� ç�Ö ¨ �Fê����ÄÖ � êl�FçjÖ��Áè���� �Fê ¦ Î�èÄÏ×¯ÏÂè Û è��@�¯Ö�� Û �  Ö	ç���Í�è ¦ èØÏÖ §/¦ ê
¨ Ö	ç ¦ Ï § Ω Ï Î ¦ ×ZÍ � �¥� ¦ ��Ï § � ¦ ×¯Í � Ï ×f��Ö	ê��	��� Ö	ê��^ÎNÏ ¨ �^ÎNÏ�¤,�

l
ÏÎÁçÊÍ�×��µÎØç ¦ êêl�+�0è�� ¦V§è���� ¨ Ö	ç ¦ Ï § ÎØÏ ¨ �µÎNÏ�¤,�

L
�'�����å×"� § è��,�ÊÖA�æè���� ��Ö	ê���Ï Î ¦ èÊÎNÖ:ç��

ξ
�/Ö:Ï § è � �rÏ���� Ð �Z�

� Ï��ØÏ ×���ê��Zè � Ö	Í §�¨�¦ � Û ×¯Ö §�¨ ÏÂèÄÏ Ö § Ï Îk�:Ïl�G� § è��@�ØÖ:Í����åè��@��Ùd��Ö	ê�� � Ö	Í §/¨�¦ � Û Ï § ×ZêÍ ¨ Ï § �è���� � Ö	Í §�¨�¦ � Û ÖA��è�������Ö	ê��	�>� �æ×���Ö8Ö8Î �ÁÏ è¥Ï § ÎØÍ�×�� ¦ Ù ¦�Û è�� ¦ è¥è������"¢ ¦ ×�è
ÎNÖ:ê Í�èÄÏ Ö § Ö��
è����Kç�Ö ¨ �¯ê ���ØÖ � ê��¯çpÏ Î+Ú § ÖaÙ § ���¼è.×¯Ö	Ï § ×ZÏ ¨ �3ÎæÙ+ÏÂè�� è����Y���FÎNè��ÄÏ×ZèØÏÖ § ÖA� è����Y�@�ØÖ � êl�Fç
ÎNÖ:ê Í�èÄÏ Ö § Ï § R3 Ùd��� § ��ê ¦ ×ZÏ § � ¦ ��Ö	Ï § èØé¼ÎØÖ	Í@�Ä×,� ÖA� � Ö ¨�Û �ÇÖ��@×"�3Î ¦ è

ξ
� �����T�ÇÖ	êêÖaÙ+Ï § ����ØÖ � ê��¯ç�Ï Î+Í §�¨ �,� ×ZÖ § ÎØÏ ¨ �+� ¦ èØÏÖ § ë











Au = (λ+ 2µ) graddiv u − µ rot rotu = 0, ∀x ∈ Ω,

ui(x) = ψ(x) =
ρ

4π (λ+ 2µ)

xi − ξi
r3

, ∀x ∈ ∂Ω, i = 1, 3.
�W� � Ð �

�k�,���
λ � µ ¦ ���Á� ¦ ç��Á×ZÖu�!��×ZÏ�� § è@Î � ρ Ï Î ¦ ç ¦ ÎÄÎ ¨ � § ÎØÏ è Û	� u Ï Îrè����ÁÍ § Ú § ÖaÙ §¨ ÏÎ���ê ¦ ×,�Zé

ç�� § è �@�Fê ¨ ��¤|�F×ZèØÖG�
x ¨ � � § �FÎT��Ö	Ï § è^×ZÖ�Ö�� ¨ Ï §�¦ è��FÎ+Ï § è����Ê×¯Ö	ç���Í�è ¦ èØÏÖ §/¦ ê ¨ Ö	ç ¦ Ï §&�

¦V§�¨ r Ï ÎÁè��@� ¨ ÏÎNè ¦	§ ×"�£�!�ÄÖ	ç
ξ

ë



� º�È�¬¯ã�¸ÃÉ@Æa®/´Z¶�âa¬�²�·»¸��:ÆV·\¸Ã½V¶�½N¾^·¹³�¬��$Ì��ÁÅ�¾Z½Vã�·Ç³�¬���� �Á® Æ�²�·»¸ÃÉZ¸¹·»±
	ÁãÄ½��¯® ¬ZÈÊ²�ÔG�

r =
[

(x1 − ξ1)
2 + (x2 − ξ2)

2 + (x3 − ξ3)
2
]1/2

.

��Í § ×ZèØÏÖ § ψ ¨ �!� § �3Î ¦S� Ö	Í §�¨�¦ � Û ×¯Ö §�¨ ÏÂèÄÏ Ö § Ö § ∂Ω
�����@�Y�"¢ ¦ ×Zè6ÎNÖ:ê Í�èØÏÖ § u(ex) Ö��

è����Kç�Ö ¨ �¯ê ���ØÖ � ê��¯ç � ¦ ÎÁè����£�ÇÖG�Øç ë

u
(ex)
i (x) =

ρ

4π (λ+ 2µ)

xi − ξi
r3

∀x ∈ Ω, i = 1, 3. ��� � Ñ �

���8Í/Î � è����Y���ÄÖ � ê��¯çpÎØÏ § �	Í�ê ¦ �ÄÏ è Û ÏÎ ÎØÏ èØÍ ¦ è�� ¨å§ � ¦ �Áè��@�Y��Ö	ê��	�

� B���B��������
	�> =��W> "^<+: $ #�=9<�&'�(�!#
)*� +�,_=-#@8.+/� �
����� ×ZÖ § Î�è��ØÍ/×�èØÏÖ § ÖA�^� ¦ �ÄÏ ¦	§ èÄÎ¥ÖA���   £0�vÏ Î ��¦ Î � ¨ Ö §�¨ Ï��^�,��� § è$Ï § è��,����Ö	ê ¦ èØÏÖ § è��3×���é
§ ÏÜ8Í��3Î^Ö § ÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § èÄÎ � Ö	Í §�¨�¦ �ÄÏl�3Î¯�4� ��Í�Î �����+���è�����×ZÖ § �G� § èØÏÖ §/¦ ê � § Ï è��S�¯ê é
�¯ç�� § è Ï § è��,����Ö	ê ¦ èØÖG�ÄÎF�$�2�¯èµÍ�Î ¨ �FÎÄ×"�ÄÏ � � è����FÎ�� � ¦ �ÄÏ ¦	§ èÄÎ��ÇÖG��è��@��ç�Ö ¨ �¯êf�@�ØÖ � êl�Fç
×ZÖ § ÎNÏ ¨ �,��� ¨ �:��Ïl�G� §�¨ Ö:ç ¦ Ï § Ω Ï Î ¨ �3×ZÖ	ç���Ö:Î�� ¨ Ï § èØÖKè����

K×K×K
×¯Í � Ï ×�é�Î � ¦ ��� ¨ÎNÍ����,���¯ê��¯ç�� § è@Î

Ωk
ë

Ω =

K3

⋃

k=1

Ωk, Ωk ∩Ωl = ∅,
Ïl�
k 6= l.

�P� ¦ ÎØÎØÍ�ç���è�� ¦ è+è����Y��Ö:êl�^Ï ÎæÏ § è�����×"� § è��,�+Ö�� Ö § �^ÖA�%è�����ÎØÍ����+���Fêl�Fç�� § è � � Ïl�/� Ð �Z�
;¦�ØÖ � ê��¯ç�ÎNÖ:ê Í�èØÏÖ § Ï Î ¦ �����ÄÖ�¢�Ï ç ¦ è�� ¨ Ï §�¨ �+��� §�¨ � § èÄê Û Ï § ÎØÏ ¨ ��� ¦ ×��'ÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § èF�

��Ö����¯Ö �G�,� � è��@� ¦ �����ÄÖ�¢�Ï ç ¦ èÄÏ § � ��¦ ÎNÏ Îo�ÇÍ § ×�èÄÏ Ö § Î ¦ ���µè�����Î ¦ ç�� �ÇÖ�� ¨ Ï����+��� § è�ÎØÍ�é
���+���Fêl�Fç�� § èÄÎF���P��× ¦V§ ×ZÖ § ÎNÏ ¨ �,�^è����9�   £0� ¦ �@���ØÖ�¢�Ïç ¦ èØÏÖ § Ï § Ö § ��Î �+� ¦ � ¦ è��ÎØÍ�é
���+���Fêl�Fç�� § èF�@�����^Ö	è����+�ÄÎ ¦ ���^ÎNÏç�Ï ê ¦ �3�

�2�Zè�Í�Î ¦ ÎØÎØÍ�ç�� è�� ¦ è ÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è
Ωk

Ï Î'��¢ � ¨ � � Ï Î ��ê ¦ ×,�¯ç�� § è �@�Fê ¨ u
� ¦ Î

è������,��×ZÖ:ç��/Ö § � § èÄÎF�#£ ¦ ×���×¯Ö	ç���Ö § � § è
uj

× ¦V§ � � ¦ �����ÄÖ�¢�Ïç ¦ è�� ¨ Ï §�¨ �+��� §�¨ � § èÄê Û �
�¼è ÏÎ ¨ �¯è��+�Øç�Ï § � ¨ ¦ Î ¦ êÏ § � ¦ � ×¯Ö	ç � Ï §/¦ èØÏÖ § ÖA�'�ÇÍ § ×ZèØÏÖ § Î

Φ
(j)
i

� j = 1, 2, 3
ë

uj(x) =

n
∑

i=0

a
(j)
i Φ

(j)
i (x), x ∈ Ωk, j = 1, 2, 3. ��� � � �

�k�,���
ai =

{

a
(j)
i

}3

j=1

¦ ���¡���3×�èÄÖ��@Î ÖA�$Í § Ú § ÖaÙ § �"¢ � ¦	§ ÎØÏ Ö § ×ZÖu�!��×ZÏ�� § è@Î � Φ(j)
i

¨ �Zé
§ ÖVè��FÎ

j
é»è��µ×ZÖ	ç���Ö § � § èûÖA�%è����

i
é»è�� ��¦ ÎØÏ Î|�ÇÍ § ×ZèØÏÖ §&��¦	§�¨ a(j)

i
� j é»è��å×ZÖ:ç���Ö § � § èûÖ��

è����
i
é»è���×¯Öu�!��×ZÏ�� § èÄÎ����3×�èÄÖ��3�������k�,¢u� ¦V§ ÎØÏ Ö § è��+�Øç § Í�ç � �,� n ¨ �!� § �FÎ0è���� § Í�ç � �,�ÖA�+ÎNÍ����,���¯ê��¯ç�� § è ¨ �+�����,�3Î^ÖA�%�!���+� ¨ Ö:ç � ���,� ¦ � ¨ Ï § � èÄÖµè�����Ö § ��×ZÖ	ç���Ö § � § è�ÖA�0è����

¨ ÏÎ���ê ¦ ×,�¯ç�� § è+�@�¯ê ¨ �Z�
�   £0� ��¦ ÎNÏ Î|�ÇÍ § ×�èØÏÖ § Î

Φi =
{

Φ
(j)
i

}3

j=1

¦ ���.ÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § Î$ÖA�#è����6×¯Ö § ÎØÏ ¨ �,��� ¨ Î Û Î�é
è��¯ç ÖA���3Ü:Í ¦ èØÏÖ § Î ��� � Ð � Ï § ÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è

Ωk
� �@���3×ZÏ Î �Fê Û Φi

¦ ���d���F×ZèØÖG�Néj�ÇÍ § ×ZèØÏÖ § Î����
�����FÎ��¥�ÇÍ § ×�èÄÏ Ö § Î ¦ ���K×"�+�Nè ¦ Ï § ÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § Ï § è��,���/Ö:ê ¦ èØÖ��@Î

φi
¦ è ÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § è � Ö	Í §�¨ é

¦ �ÄÏl�3Î¯� ����Í�Î � Ù�� ¨ � ¦ ê#Ù+Ï è��åè��@�£�ÇÖ	êê ÖaÙ+Ï § �����ÄÖ � ê��¯ç ë
{

AΦi(x) = 0 ∀x ∈ Ωk/∂Ωk,

Φix |x∈∂Ωk
= φi(x) |x∈∂Ωk

.

�W� � Ô �



Ô	Ô Å�� � ÆV® Æa¶/¸¹¶��$Ì����%Æ	�3ÆaãØ¬¯â�Æ
���� Ì#Æaâa¬Z¶��	½Vâ
��Í��Øè����+�+Ù��KÍ/Î ��è��@� § ÖVè ¦ èØÏÖ § �@½aº�¶x°	Æaã�± �@Æa²@¸ ²0¾@º�¶xÉZ·»¸Ã½a¶�² �ÇÖ��æè����£�ÇÍ § ×ZèØÏÖ § Î

φi

�
�k�"¢�è0Ù%� ×���Ö�Ö:Î�� ¦ Î �¯è0ÖA� � Ö	Í §/¨�¦ � Û ��¦ ÎNÏ Î;�ÇÍ § ×ZèØÏÖ § Î

φi

�c����� Û¦ ��� Î ���F×¯Ï��@� ¨�¦ è
ÎNÍ����,���¯ê��¯ç�� § è � Ö	Í §�¨�¦ �ÄÏ��FÎæÖ § ê Ûå¦V§�¨ Î��,����� ¦ Îæè�� ¦ ×"�3ÎæÖA�¥è���� ¦ �����ÄÖ�¢�Ï ç ¦ èÄÏ § ��ÎØÖ	êÍ�é
èØÏÖ § �>� �æ×���Ö8Ö8Î �"� § Ï è����¯ê��¯ç�� § è ��¦ ÎNÏ Î'�ÇÍ § ×�èÄÏ Ö § Î Ö § è��ÄÏ ¦	§ �	ê��FÎ �ÇÖ�� è���ÏÎ;��Í@����Ö:Î��	��� §
¦ ×¯×¯Ö	Í § è ¦A� ê�� § Í�ç � �,�ÁÖA� § Ö ¨ �3Î

P i
� i = 1, n � ÏÎ���ê ¦ ×,� ¨ Ö § è����T�"¢�è��+� §�¦ ê � Ö	Í §/¨�¦ � ÛÖA�0è�����ÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § è �Ã§ ÖVè ¦ è�è����S��Ö:êl� � Ö:Í §�¨�¦ � Û �Z�2����� Û Ï § ×¯ê Í ¨ ��ÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è

¦ ���"¢ �FÎ ¦V§�¨ ÎØÖ	ç�� ¦	¨�¨ Ï èØÏÖ §/¦ ê § Ö ¨ �FÎ � Ïl� § �,� ¨ � ¨ � ä Ö:Í §�¨�¦ � ÛT��¦ ÎØÏÎ �ÇÍ § ×ZèØÏÖ § Î'��Ö:ÎÄÎ �3ÎØÎ
è����£�ÇÖ:ê êÖaÙ+Ï § �o� ¦ êÍ��3Î ¦ èæè��@�FÎ�� § Ö ¨ �FÎFë

ϕ
(j)
3i+k(P m) = δimδkj , k = 1, 3, j = 1, 3, i = 0, n, m = 0, n,

Ùd���,���
ϕ

(j)
i

Ï Î
j
é\è���×¯Ö	ç���Ö § � § è
Ö���è��@�

i
é»è�� � Ö:Í §�¨�¦ � Û¡��¦ ÎØÏÎ'�ÇÍ § ×�èØÏÖ § φi

� δkj
ÏÎ è����

©£�ØÖ § �F×@ÚG�,� ¨ �¯ê è ¦��r¦V§�¨ Î Û ç � Ö:ê
P 0

¨ � § ÖVè��FÎ § Ö	è ¦å§ Ö ¨ � ��� Í�èKè����S� § èØÏ���� � Ö	Í §�¨ é
¦ � Û ÖA�Áè�������Ö:êl�:�2�����FÎ����ÇÍ § ×ZèØÏÖ § Î ¦ ����×ZÖ § èØÏ § Í@� ¨ èÄÖ è������,¢8è��,� §�¦ ê$ÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è
� Ö:Í §�¨�¦ � Û Ù+ÏÂè��^è����$Í/Î �
Ö���Ö § �
ÖA�8è��@�0×ZÖ § �G� § èØÏÖ §/¦ ê>� § Ï è��/�¯ê��¯ç�� § è ¦ �����ÄÖ ¦ ×��@�FÎ � Î��,�
� Ð:�&Ð+���%Ð $��&ÐaÕ+� ���@�����£�ÇÖ:ê êÖaÙ+Ï § ��ÎNÏl¢µÏ § è��,����Ö	ê ¦ èØÏÖ § Î ¦ ���6è��FÎNè�� ¨ ë�ê ¦ ��� ¦V§ �	Ï ¦V§ êÏ § � ¦ � �ê ¦ ��� ¦V§ �:Ï ¦	§ Ü8Í ¦:¨ � ¦ èØÏ × � ê ¦ �G� ¦	§ �	Ï ¦V§ ×ZÍ � Ï× � ê ¦ ��� ¦V§ �	Ï ¦V§�� ��� ¨ Í/×"� ¨�� ×¯Í � Ï × � �@�,�ÄçÏ èØÏ ¦V§×ZÍ � Ï × ¦V§/¨ ���+�Øç�Ï èØÏ ¦V§�� ��� ¨ Í�×"� ¨�� ×¯Í � Ï × ��¦ ÎØÏÎ��ÇÍ § ×�èØÏÖ § Î � Ð:��Ô��&Ð3���&Ð	$��#Ð�Õ+� ��2�Zè

N � �Kè����^èØÖ	è ¦ ê § Í�ç � �,� Ö��¥ÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è@Î § Ö ¨ �FÎ è����ÄÖ	Í@����Ö:Í�èæè���� � § èØÏ����
¨ Ö	ç ¦ Ï § Ω

�������o�@�ØÖ � êl�Fç{ÎNÏ § �	Í�ê ¦ �ØÏ è Û Ï Î6è ¦ Ú�� § Ï § èØÖ ¦ ×F×ZÖ	Í § è ��Û �ÇÖ��@×"�'Ö�� ���/¦ ÎØÏÎ ��ÇÍ § ×�èÄÏ Ö § Φ0
� ¦ ��Ï § � ¦ ¤,�,�ÄÖ�ÎNÍ � ÎØ×,�ØÏ���èF�#� � � ¦ �G� èÄÖ Í §�¨ �,�ÄêÏ § ��Ï èÄÎ ¨ �FÎÄ×"�ÄÏl��èÄÏ Ö § �

��Í § ×ZèØÏÖ § Φ0
×¯Ö	Ï § ×ZÏ ¨ �FÎ�Ù+ÏÂè�� è���� � Ö	Í §�¨�¦ � Û ×¯Ö §�¨ ÏÂèÄÏ Ö § ¦ è�è��@� ��Ö	ê�� � Ö	Í §�¨�¦ � Û �

� §�¨ ÏÂèèØÍ�� § Î'èØÖ ¤,�+�ØÖ ¦ èÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è��"¢�è��+� §�¦ ê � Ö	Í §/¨�¦ � Û � ��� ¦ ÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è
¨ Öu�FÎ § � èæ×ZÖ § è ¦ Ï § ¦ ��Ö	ê�� � è���� § Φ0 ≡ 0

�8� §µ¦:¨�¨ Ï èØÏÖ § Ù%� § ÖVè�� � è�� ¦ èÁè��@�6Ö	è����+� ��¦ ÎNÏ Î
�ÇÍ § ×�èÄÏ Ö § Î

Φi
� Ù+Ï è��

i = 1, n � èØÍ@� § èØÖg¤,�+�ØÖ ¦ è^è��@� � Ö	Í §�¨�¦ � Û ÖA� ¦ ��Ö	ê��ÎØÏ § ×"� § Ö
§ Ö ¨ �FÎ ¦ ���KÎØÏÂèÄÍ ¦ è�� ¨ è����+���:�

�+×¯×ZÖG� ¨ Ï § �æèÄÖ è������   £0� � è����0Í § Ú § ÖaÙ § ×ZÖu�!��×¯Ïl� § è@Î
ai

Ï § �"¢ � ¦	§ ÎØÏ Ö §9��� � � �&× ¦V§
� �f�ÇÖ	Í §�¨ Ù+ÏÂè���è��@�T���Fêl� ÖA� ¦ ÎNè ¦	§�¨�¦ � ¨�ä Í ��§ Ö �:é�� ¦ ê��,�ÄÚ�Ï § ÎÄ×����¯ç��:��� ��×���Ö�Ö8Î �

Φi¦ Î � Ö	è�� ��¦ ÎØÏ Î/�ÇÍ § ×�èÄÏ Ö § Î ¦V§�¨ è��ÄÏ ¦ ê��ÇÍ § ×ZèØÏÖ § ÎF������� § Ù%�T�G�ZèÁè����¥�ÇÖ	êêÖaÙ+Ï § ��Î Û ÎNè��Fç
ÖA�¥ê Ï § � ¦ � ¦ ê���� � � ¦ Ï×T�FÜ8Í ¦ èØÏÖ § ÎFë

a (u,Φi) = 0 � i = 1, 3n �
Ö��+Ï § è����K×ZÖ�Ö�� ¨ Ï §�¦ è��¥�ÇÖ��Äçåë

n
∑

i=1

3
∑

m=1

a
(m)
i a

(

Φ
(m)
i , Φ

(l)
j

)

= −
3

∑

m=1

a
(

Φ
(m)
0 , Φ

(l)
j

) � j = 1, 3n � l = 1, 3 �

Ùd���,���
a (·, ·)

ÏÎÁè���� � Ïê Ï § � ¦ ���ÇÖ��Äç�ÖA� è��@�Y���ØÖ � ê��¯ç �W� � Ð ���

� B � B�� #%� ,�� <3> < ��#�"_> +/= �u:	�*+�<+:
�2�Zè�Í/Î�×ZÖ § ÎNÏ ¨ �+��Ï §;¨ �Zè ¦ Ïê¦�,���ÄÖ��@Î6Ö��0è���� § Í�ç��,�ÄÏ× ¦ ê$ÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § Ö � è ¦ Ï § � ¨ �!�ÄÖ	ç{è����
çÖ ¨ �Fê2���ÄÖ � ê��¯ç ���f�,����Ù%� ¦ ÎÄÎNÍ�ç��

L = 2, l =
4

9
, ξi =

3

2
, i = 1, 2, 3.

� ¦ è��,�ÄÏ ¦ ê&×�� ¦ � ¦ ×Zè��,�ÄÏ Î�èÄÏ×FÎ ¦ ���6è����£�ÇÖ:ê êÖaÙ+Ï § ��ë



� º�È�¬¯ã�¸ÃÉ@Æa®/´Z¶�âa¬�²�·»¸��:ÆV·\¸Ã½V¶�½N¾^·¹³�¬��$Ì��ÁÅ�¾Z½Vã�·Ç³�¬���� �Á® Æ�²�·»¸ÃÉZ¸¹·»±
	ÁãÄ½��¯® ¬ZÈÊ²�Ô8Ò

ρ = 100, µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)
, E = 1, ν = 0.33.

�P��Ï § �G�FÎNèØÏ�� ¦ è���è�ÙÁÖ � ¦ �ØÏ ¦V§ è@Î.Ö�� ¨ Ö	ç ¦ Ï § ¨ �F×¯Ö	ç��/Ö8ÎNÏ èØÏÖ § �^���@� �@�@ÎNè^Ö § �ÏÎ^Î����3×�é
Ï��@� ¨ ¦ Î

2 × 2 × 2 � ÎØÖµè�� ¦ è
K3 = 8

�#� § è�����Î��F×¯Ö §�¨ � ¦ �ØÏ ¦V§ è^Ù���� ¦ �G� 5 × 5 × 5ÎNÍ����,���¯ê��¯ç�� § è@Î � Ï»� �:�
K3 = 125

������� § Í�ç � �+�6Ö��
è����ÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § èÄÎ6ÏÎ ��¢ � ¨�¦	§�¨è���� � ¦ �ÄÏ ¦	§ è@Î�Ö�� Ï § è��+����Ö	ê ¦ èÄÏ Ö § �ÇÖ��Äç'Í�ê ¦ Ï ÎÊ×�� ¦V§ �G� ¨�� n � ¦ Î'èØÖ � � � ¦ �ÄÏl� ¨;¦ è'è����
Î ¦ ç���èÄÏ ç��3�Z�

� êêc�   £0� ��¦ ÎØÏ Î��ÇÍ § ×ZèØÏÖ § Î ��� � Ô � ¦ ���0×¯Ö	ç���Í�è�� ¨�¦ �����ÄÖ�¢�Ïç ¦ è��¯ê Û Ö §�¦ � § �ûç��3Î �
Ï § ÎØÏ ¨ � ¦ ÎØÍ����+���Fêl�Fç�� § èF���}Î�è ¦V§�¨�¦ � ¨ � § Ï è��£�¯ê��¯ç�� § è × ¦ ê ×ZÍ�ê ¦ èÄÏ Ö § Ù+ÏÂè��µêÏ § � ¦ � ��¦ ÎNÏ Î
�ÇÍ § ×�èÄÏ Ö § Î+Ö § è��Zè�� ¦ �@� ¨ �ÄÖ § Î ¦ ���^Í�Î�� ¨ èØÖS���,���ÇÖ��Äç�è���ÏÎæè ¦ ÎØÚx�

����� ¨ Ï��^�,��� § ×,� � �¯è�Ù��+� § è������"¢ ¦ ×Zè6ÎNÖ:ê Í�èØÏÖ §L��� � Ñ � ¦	§�¨ �   £0� § Í�ç��+�ØÏ × ¦ êrÎØÖVé
ê Í�èÄÏ Ö § Ï Î0ç�� ¦ ÎNÍ@��� ¨ Ï § C(Ω)

Î � ¦ ×"� § Ö��Äçå�   Ö	êÍ�èÄÏ Ö § ���Fê ¦ èØÏ����k�+���ÄÖ��
Í §�¨ �,�æÎNèØÍ ¨�Û Ï Î
�	Ï���� § ��Û

δ =

∥

∥

∥
ur(x) − u

(ex)
r (x)

∥

∥

∥

∥

∥

∥
u

(ex)
r (x)

∥

∥

∥

=
max
x∈Ω

∣

∣

∣
ur(x) − u

(ex)
r (x)

∣

∣

∣

max
x∈Ω

∣

∣

∣
u

(ex)
r (x)

∣

∣

∣

,

Ùd���,���
ur

Ï ÎÁè���� ¨ Ï Î���ê ¦ ×"�Fç�� § è�@�¯ê ¨ � ¦	¨ Ï ¦ ê&×ZÖ	ç���Ö § � § èFë
u2

r =
3
∑

i=1

ui
2

��������t"n�� � K T�Q M _ L gÂRZ`�PZH LKL _�_ f _ N:L ] L O N:L O8G L^f Oµ`�M L ` f `NRFg%O DcFTX�L _ f+E¦C	D ] L _ L g L�FKL Oa`
O fAN:L�C

N [ K TGQ M RFO N�K Q M R¯G@G D _ R¯G�VÊG f3F ] R _ P C�f O@[ K3
= 8

[

�rÏ���� ÑÊ¦V§�¨ � Ïl�/� � Î���ÖaÙ § Í�ç��,�ÄÏ× ¦ ê#ÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § �+���ÄÖ�� ¨ �+��� §�¨ � § ×"�^Ö § è����Y�   £0�
¦ �����ÄÖ�¢�Ï ç ¦ èØÏÖ § è��F×�� § Ï Ü8Í��	�&¢k�¯ê ¦ èØÏ������+���ÄÖ�� ¨ �,��� §/¨ � § ×,��Ö § è�����èÄÖVè ¦ ê § Í�ç � �,�KÖ��
ÎNÍ����,���¯ê��¯ç�� § è § Ö ¨ �FÎ0ÏÎ/�	Ï���� § � � Ï��^�,��� § è��G� ¦ ����Î|�@���3Î � § è ¨ Ï��^�,��� § è ¦ �����ÄÖ�¢�Ï ç ¦ èÄÏ Ö §� ¦ �ØÏ ¦V§ è@Î � Ùd��Ï×�� ¦ ��� ��¦ Î�� ¨ Ö § � ¦ �ÄÏÖ	Í�Î#Ï § è��+����Ö	ê ¦ èÄÖ��@Î ¦ è¥ÎNÍ@���+���Fêl�Fç�� § è � Ö	Í §�¨�¦ �ÄÏl�3Î¯�
� ¦�� � Ð Î���ÖaÙ Î ¦ �����ÄÖ��@�ØÏ ¦ è�� � ¦ è��3Î Ö��Ê×ZÖ § �G�,����� § ×"�:�û� § ÖVè ¦A� ê�� ¦:¨ � ¦V§ è ¦ ��� ÖA� ¦��Ïl�G���,� ¨ �+�����,�µÏ § è��+����Ö	ê ¦ èÄÏ Ö § è��3×�� § Ï Ü8Í��FÎÏ Îo�+��Ï ¨ � § è �|� Í�è ¦ ÎNç ¦ ê ê+×ZÖu� ��×¯Ïl� § èÖ��
ê Ï § � ¦ �k���,�����FÎÄÎØÏ Ö § ÏÎ § ÖVè Í/ÎNÍ ¦ ê��ÇÖ�� è����Fçå�/�¼è ÏÎ6× ¦ Í�Î � ¨ ��Û è�����Ï § Ï èØÏ ¦ ê ×ZêÖ:Î�� § �3ÎØÎæÖ��



Ô�$ Å�� � ÆV® Æa¶/¸¹¶��$Ì����%Æ	�3ÆaãØ¬¯â�Æ
���� Ì#Æaâa¬Z¶��	½Vâ

��������t"n�� � K T�Q M _ L gÂRZ`�PZH LKL _�_ f _ N:L ] L O N:L O8G L^f Oµ`�M L ` f `NRFg%O DcFTX�L _ f+E¦C	D ] L _ L g L�FKL Oa`
O fAN:L�C

N [ K TGQ M RFO N�K Q M R¯G@G D _ R¯G�VÊG f3F ] R _ P C�f O@[ K3
= 125

[

è����£�,���ÄÖ��ÁÖ � è ¦ Ï § � ¨P� �,�G� § Ö §å¦ �!�FÙ   £ § Ö ¨ �3Î��0èØÖè���� � Í §/¦ �	Ö	Ï ¨�¦�� êl� � �,���ØÖG�F���k�+���
è����o�����3Î � § ×"�KÖ��¥è���� � Í §�¦ �:Ö	Ï ¨�¦A� êl� � �,���ÄÖ��+Ï Î êÏ § ÚG� ¨ èÄÖ�è����'Ï §�� Í�� § ×,�'Ö�� è���� ��¦ ÎNÏ Î
�ÇÍ § ×�èÄÏ Ö § Î ¦ ���@�ØÖ�¢�Ïç ¦ è��Á×ZÖ	ç���Í�è ¦ èÄÏ Ö §'¦V§/¨ Ï Î § ÖVè¥è����%���ÄÖ����,�Øè Û ÖA��è����%�   £û�;�������
� ¦ ê Í@�ÁÖ����+���ÄÖ�� Ö � è ¦ Ï § � ¨ ×¯Ö § �@�Äç�Î è����d� ��×ZÏ�� § × Û ÖA�/è����+ç��Zè���Ö ¨g� Î��,�d� ¦�� � Ñ ���:ª § �× ¦V§ � ¦ ÎNÏê Û Î �+��è���� § Ö	è ¦�� êl� ¦:¨ � ¦V§ è ¦ ����ÖA�;��Ïl�G���,� ¨ �,�����,��Ï § è��,���/Ö:ê ¦ èØÏÖ § �

�����
	 n � ��� f OAH L _ I L O:G L _ R¯` L�C [
S»Oa` L _�] f gÂRZ` f _ � f O�H L _ I L O:G L�� R¯` L
 R+I _ RFOGI L g)PÂO L R _ W3[ d I d D
 R+I _ RFOGI L e D R N _ R¯`�P)G W3[ H¯eFd B
 R+I _ RFOGI L G DcX P)G W3[ e E H E
 R+I _ RFOGI L�� _ L�NGD G L�N�� G DGX P)G W3[ [ A�D3I
�ÁL _ F P ` L G DcX P)G W3[ [ B3E3B
�ÁL _ F P ` L�� _ L�N�D G L�N�� G DcX PÂG H [ E d�e3e

�����
	 n � �@K T�Q M RFO N�K Q M O DGFKL _ P)G�RFg _ L gÂR¯`�PJH L+L _�_ f _ H3R¯g D8L�C G f+F ] R _ P C�f O�[
K

K Q M δ
M PÂO:P F RFg K TGQ M δ

K3
= 8 5.5073 · 10−2 b��$M L O h = 1/20 5, 754 · 10−3

K3
= 125 2.2338 · 10−2 b��$M L O h = 1/36 1, 493 · 10−3

ª6Í�� § �"¢�è^ÎNè��+��Ï Î6è�����×ZÖ:ç�� ¦ �ÄÏÎØÖ § Ö��$è��@� ¦ ×¯×¯Í�� ¦ × Û ÖA���   £û��Ù+Ï è�� è�����×ZÖ § é
��� § èÄÏ Ö §�¦ ê�ç��Zè���Ö ¨ ÖA��� § Ï è��d�¯ê��¯ç�� § è@Î � � £0�P���G���@�+çÖ ¨ �Fê����ÄÖ � ê��¯çtÏÎ
ÎØÖ	ê���� ¨ Ù+Ï è��
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è����9� £0� Ùd��� § � § Ï è��S�¯ê��¯ç�� § è�ç��3Î �;ÎØÏl¤+�FÎ � Î�è��,� h �Zë

h = 1/20 � h = 1/36 �x¦ ���
¦ � ¦ Ï ê ¦A� êl�:���&Ï § � ¦ �6Î�� ¦ ���Y�ÇÍ § ×�èØÏÖ § Î.Ö § è��¯è�� ¦ ��� ¨ �ØÖ § Î ¦	§�¨ Í § Ïl�ÇÖ��Äçvç��3Î ��Ï Î6Í�Î � ¨ �
� Í�ç��,�ÄÏ × ¦ ê�ÎØÖ	êÍ�èØÏÖ § �,���ØÖG�ÄÎrÏ § C(Ω)

Î�� ¦ ×,� § ÖG�Øç ¦ ��� ¨ �!� § � ¨ ���	Í ¨ �	Ï § �k�!�ÄÖ	ç�è����FÎ��
���3ÎNÍ�ê èÄÎ
è���� Ö � è ¦ Ï § � ¨ � ¦ êÍ��FÎ ¦ ��� ¦	§�¦ ê Û ¤,� ¨ èØÖG���¯è����+�$Ù+ÏÂè��S�   £0� �,���ÄÖ��@Î¯�a�.Î$ÏÂè/� ¦ Î
¦ ê���� ¦	¨�Û � �,� § ç�� § èÄÏ Ö § � ¨#� �rÏ���� Ñ ¦	§�¨ � Ï���� � �����FÎ�� § èè���� ¨ �+��� §�¨ � § ×"�3Î�ÖA�.è����
�   £0� ���Fê ¦ èØÏ����¡�+���ÄÖ��@Î6Ö § è����èØÖ	è ¦ ê § Í�ç � �+�^ÖA�ÁÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è § Ö ¨ �FÎ � Ùd��� § ¨ Ïl�¹é
�!�,��� § è Ï § è��,���/Ö:ê ¦ èØÏÖ § è��3×�� § Ï Ü:Í@�FÎ ¦ ��� ¦ �@��ê Ï�� ¨ ��� §�¦	¨�¨ ÏÂèÄÏ Ö § èÄÖ�è����3Î � ¨ �,��� §�¨ � § ×,�FÎ
Ö § �.× ¦V§ Î��,�+è����f� ¦ êÍ��3Î
ÖA� � £0� ���¯ê ¦ èÄÏl�G���,���ØÖG�ÄÎ è�� ¦ è ¦ ���+ç ¦ �ØÚG� ¨ Ù+Ï è��S��ÖG�ØÏ�¤¯Ö § è ¦ ê
¨ ÖVèØè�� ¨ êÏ § �FÎF�$£|¢ ¦ ×Zè § Í�ç��+�ØÏ × ¦ êd�,���ØÖG��� ¦ ê Í��3Î��ÇÖ���è�����×ZÖ:ç�� ¦ �ÄÏÎØÖ § ¦ ��� �:Ïl�G� § Ï §� ¦�� � Ñ �

�k{'.'1
�G� �P����� 5 1
	 �P� 	��¥�d��3_� � �/~23#5�� 1
�u� 5	� �
� § è���Ï Î+Î �3×�èØÏÖ § Ù%�^×¯Ö § ÎØÏ ¨ �,�Áè��@��×ZÖ	ç���Í�è ¦ èÄÏ Ö §�¦ ê����FÎØÍ�ê èÄÎæÖ�� ¦ è��3Î�è ��� ���ØÖ � ê��¯ç�Ö��
�¯ê ¦ ÎNèØÏ ×ZÏ è Û è����FÖ�� Û � � Ïl�ÄÏ ×���êl�¯è � Ö:Í §�¨�¦ � Û ×¯Ö §�¨ ÏÂèÄÏ Ö § Î ¦ ���£�	Ï���� § Ï § è���ÏÎk���ØÖ � ê��¯ç ë










Au = (λ+ 2µ) graddiv u − µ rot rotu = 0, ∀x ∈ Ω,

ui(x) = 1,
Ùd��� § x

Ï Î ¦ è+è��@� � Ö:Í §�¨�¦ � Û Ö��rè����Y��Ö	ê�� �
ui(x) = 0,

Ùd��� § x
Ï Î ¦ è+è��@�Y�"¢�è��+� §�¦ ê � Ö:Í §�¨�¦ � Û Ö�� ¨ Ö	ç ¦ Ï § Ω � i = 1, 3.

��Ïl�G� §ß¨ Ö	ç ¦ Ï § Ï Î9�¯ê ¦ ÎNèØÏ × ç�� ¨ Ï ¦ Ù+Ï è���Î��,�G�,� ¦ ê+� � ���FÎ � � ¦ ��Ï § � � � �ØÏ ×@Ú � �ÇÖG�Øç �
�rÏ � ���FÎ ÎØÏ�¤,�FÎ ¦ ���^ÎØç ¦ êê2� § Ö	Í��G�åÏ § ×ZÖ:ç�� ¦ �ÄÏÎØÖ § Ù+ÏÂè�� è����¡� § èØÏ���� ¨ Ö	ç ¦ Ï § � � Ïl�/� Ô ���
��Ïl�G� § ¨ Ö:ç ¦ Ï § Ï Î ¨ �F×¯Ö	ç��/Ö8Î � ¨ Ï § èÄÖ Ñ:Õ ÎØÍ����,���¯ê��¯ç�� § è@Î¯�_�����9���ÄÖ � ê��¯ç Ï ÎÊÎØÖ	ê���� ¨Ù+ÏÂè���è�����Í�Î���Ö����   £0� Ùd�@� § ê ¦ ��� ¦V§ ���ê Ï § � ¦ � � Ü8Í ¦:¨ � ¦ èØÏ × ¦V§�¨ � ��� ¨ Í�×,� ¨�� ×ZÍ � Ï×
Ï § è��+����Ö	ê ¦ èÄÏ Ö § è��F×�� § ÏÜ8Í��3Î ¦ ��� ¦ ����êÏl� ¨¦ èûÎØÍ����+���Fêl�Fç�� § èÄÎ � Ö:Í §�¨�¦ �ØÏ��FÎF����������	Í����FÎ
� �Fê ÖaÙ Î ��ÖaÙ �   £0�vÎNÖ:ê Í�èÄÏ Ö § ê��,�G�¯ê�êÏ § �FÎ ¦ è ¦ ×���Ö8Î � § Î��F×�èÄÏ Ö § �V� Í�ç��+�ØÏ × ¦ ê�ÎNÖ:ê Í�èÄÏ Ö § Î
Ö � è ¦ Ï § � ¨ Ù+Ï è�� è����S�@�¯ê�� Ö��æÜ8Í ¦:¨ � ¦ èØÏ × ¦V§�¨ ×ZÍ � Ï×�Ï § è��+����Ö	ê ¦ èÄÖ��@Î ¦ ����ÎØÏ ç�Ïê ¦ � ¦V§�¨��� Û ÎØÏ × ¦ êê Û ×ZÖG�����F×ZèF��ª § �K× ¦	§ Î��,� ¦§ ÖVè ¦A� ê�� ¨ Ï����+��� § ×"�^Ù+Ï è��åè��@�Kê Ï § � ¦ � × ¦ Î �:�

��{'.0/21	� 1
�u� 5���� ��� �u��� � �u����~
�����,���d�"¢�Ï Î�è ¦ � ¦ �ØÏ��Zè Û Ö��#ç��¯è���Ö ¨ Î � è�� ¦ è ¦ ��� ��¦ Î�� ¨ Ö § ÎØÖ	ç�� � Ö	Í §�¨�¦ � Û é»è Û ��� ÎØÖ	êÍ�é
èØÏÖ § ���ØÖ�×,� ¨ Í����	��� ¦	§�Û ÖA�%è����¯ç Í�Î��FÎ%���+�	Í�ê ¦ ���ÇÍ § ×ZèØÏÖ § Î.Î ¦ èØÏ Î�� Û Ï § �'è����£�	Ö �G�,� § Ï § ��FÜ8Í ¦ èÄÏ Ö § ÎF�   Í/×��¡�ÇÍ § ×�èØÏÖ § Î Î��,����� ¦ Î ¦T��¦ ÎØÏÎ �ÇÖ�� è���� § Í�ç��+�ØÏ × ¦ ê8ÎØÖ	êÍ�èÄÏ Ö § �"¢ � ¦	§ ÎØÏ Ö §
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