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BDC7E�FHG!I	JLKNM<O'GQP"JHF
RTS ÉVU�»,W�º¼»<½Ý» S É�W�¸
W�»¨ºYX »�¹�»¨Ê	»<Í[Z*W�½\Z Ì » ºÝ»(½^]�Í É5½YZ
_HW#¸
W�»¨º5½a` Å�È Æ�Ècb�dîÈ XeU�»<ºÝ» Ì ¸ Ã
ÉÝº¼À&f ½\Z	Íg]�É¼À[Z S ½ un

Z�_"ÉVU�»hZ	º5¹�»¨º n = 2k X »¨º¼»ji�Z S ½DÉÝºV]	i�É¼»<¹k_lZ/º S Z S Í À S »<¸	º7X¿¸�Ê	»
»�m�]�¸WÉ¼À[Z S ½ �!n ZAX�X »A½^UQZAX�UQZAX Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[f ½\Z	Íg]�ÉÝÀgZ S ½HZ�_ ¸	º\o�À ÉÝº5¸MºVp »¨Ê/» S Z	ºeZ�¹�¹jZ	º5¹�»¨º
i¨¸ S o#»ai�Z S ½öÉ¼º\]-i�ÉÝ»(¹ �rq ZAX »¨Ê/»¨º È É\U�» Ì ¸MÀ S ¸	À Ì Z�_
É\U�»sW�¸
W�»¨ºTÀ ½ ÉVZjW�º\Z*W-Z-½D»�½\Z Ì »
¸
WQW�ÍÀti¨¸WÉ¼À[Z S ½/Z
_ Ì ¸MÉÝº¼À&f�½\Z	Íg]�ÉÝÀgZ S ½ �$RTS W�¸MºÝÉÝÀti�]�Í ¸Mº È o�pu]#½DÀ S Á Ì ¸MÉÝº¼À&f�½\Z	Íg]�É¼À[Z S ½/XÜ»
¹�»<½ViPº¼À[o�»�¸ ÉVZ	ºVZ	À ¹�¸MÍ Ì Z	ÉÝÀgZ S À S Ê�Z	ºÝÉÝ»�f º¼À S Á/½ �Qv »�¸MÍ ½^Z ¹�»(½\i¨ºÝÀgo�»�¸aU�»¨ÍÀti¨¸MÍ Ì ZMÉÝÀgZ S
Z
_DWQ]�Í ½Ý¸MÉÝÀ S Á ½\WQU�»¨º¼»<½ ���NS ÉVU�»wo�¸/½D»�Z�_ ÉVU�»AÉVU�»�Z/ºÝ» Ì Z�_xi�Z Ì W-Z-½DÀ ÉÝÀgZ S ¸ S ¹ ¹�»�i�Z Ì Ã
W-Z-½DÀ ÉÝÀgZ S Z
_¿½DÀ Ì ]�Í É¼¸ S »�Z*]�½�º\Z	É¼¸MÉÝÀgZ S ½NXÜ»aW�ºVZ�W'Z/½Ý»�¸ Ì Z�¹�»¨ÍDZ�_HW�¸	ºDÉ¼Àgi¨Í »(½�i�Z/Í ÍÀ½ÝÀgZ S1�
v »"¸	Í½\ZYW�ºVZ�W'Z/½Ý»¿¸�Á/»�Z Ì »¨ÉÝº¼Àgi<¸MÍ�À S É¼»¨ºVW�º¼»PÉ¼¸MÉÝÀgZ S Z
_�É\U�»+¹1Z�]Qo�Í À S ÁYZ
_±ºVZMÉ¼¸MÉÝÀgZ S ¸ S Á/Í »
Z S »<¸*i2U ½öÉ¼»�W,Z
_ Ì ¸�WQW�À S Áwi�Z S É¼º¼¸*i�É¼À[Z S ¸ S ¹aX » Á	ÀÊ	» ¸Aº¼»¨Í ¸WÉ¼À[Z S X�À ÉVU Ë ]�Í»¨º¿¸ S Á/Í »(½ �

Â1»PÉ,]�½ ºÝ» Ì À S ¹ É\U�»uo#¸	½ÝÀgi�º¼»<½\]�Í É5½s_¦º\Z Ì W�¸�W#»<º¼½h` Å�ÈÜÆ�È(bAd ½DÉ¼¸	ºDÉ¼À S Áy_¦ºVZ Ì ÉVU�»
� Í »<À S�Ãö� Z	º5¹1Z S »¨Á*]�¸WÉ¼À[Z S

∂2u

∂t2
−∆u+

dQ

du
= 0, Q(u) =

µ2

4
(u2 − 1)2. z Ä	�Ä0{



Ä���� �������	�¿��«�
/ W´
� U�»:i�Z/ºÝº¼»<½\W-Z S ¹�À S Á ½Ý»�m�]�» S iP»aZ�_ Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[ff½\Z	Íg]�ÉÝÀgZ S ½ un (n = 2k, k = 1, 2, . . .) À ½
i�Z S ½öÉ¼º\]	iPÉÝ»(¹ ¸/½

un(φ, a) = cos(φ)En + a sin(φ) = exp(φa), a =

2k+1
∑

j=1

ajMj , |a| = 1. z Ä	���{

q »¨º¼»(X »(]#½D»%É\U�»(_lZ	ÍÍ[ZAX�À S Á S Z	É¼¸MÉÝÀgZ S Î En
À ½1ÉVU�»(] S À É n×n ÃîÌ ¸WÉ¼ºÝÀ[f È

Mj
¸	ºÝ»4] S À É5¸MºVp

Mj M
∗
j = En

È ¸ S É¼À ÃTq »<º Ì À ÉÝÀ ¸ S M∗
j = −Mj

È ¸ S É¼À Ã i�Z Ì Ì ]�ÉÝÀ S Á n× n
ÃîÌ ¸WÉÝº¼ÀtiP»<½ È

∗Ì »(¸ S ½�ÉÝº5¸ S ½\W-Z-½DÀ ÉÝÀgZ S ¸ S ¹hi�Z S�� ]�Á/¸MÉÝÀgZ S1��� U�»�¸ S Á*]�Í ¸MºeW�¸	º¼¸ Ì »¨ÉÝ»<º φ À ½ ¹�»�� S »(¹�¸	½
_lZ	ÍÍ[ZAX ½

φ ≡ φ(αz) = arccot(− sinh(αz)), α = µ
√

2/(1− v2), z Ä	� �*{
XeU�»¨º¼» z = x − vt À½�É\U�» Ì ZWÊ�À S Áh_¦º5¸ Ì »:Z�_�ºÝ»�_¦»¨º¼» S i¨» È

x À½�¸ S ¸	º\o�À ÉÝº5¸MºVp W'Z	À S É
¸MÍgZ S Á/i2UQZ/½Ý» S ¹�À º¼»�iPÉÝÀgZ S À S��/� Ã ½\W�¸�i¨»4Z
_-i�Z!Z	º5¹�À S ¸WÉÝ»(½ x1, x2, x3

�An Z	ÉÝ»ÜÉ\U�¸MÉ φ ÊW¸	ºÝÀ»<½
_¦º\Z Ì

0 ÉVZ π É\ZaX�À É\U�À S W#»<ºÝÀgZ�¹ π Z
_ _l] S i�É¼À[Z S cot XeU�» S z ÊW¸Mº¼À »(½H_¦º\Z Ì
−∞ É\Z ∞

�
� Z	º�¹�»�� S À ÉÝ» S »<½¼½ X » ¸/½Ý½\] Ì » É\U#¸WÉ 0 ≤ φ ≤ π

È XeU�»¨º¼»:o'Z�] S ¹�¸MºVp W-Z/À S É¼½ 0 ¸ S ¹
π i�Z	º¼ºÝ»(½^W'Z S ¹ É\Z »<Í » Ì » S É¼¸	º\p ½\Z	Íg]�É¼À[Z S ½ u = 1 ¸ S ¹ u = −1

È ºÝ»(½^W�»�iPÉÝÀÊ	»¨Ígp � v »
¸MÍ ½^Zj]�½D»7_l] S iPÉÝÀgZ S ½ un(mφ, a)

È Z
_ÉVU�» ½Ý¸ Ì »�½DÉÝºV]	i�ÉV]�ºÝ»�¸	½ z Ä	���{�È XeU�Àti2Uf½¼¸WÉ¼À½^_lp�¸S Z S ÍÀ S »<¸	º X¿¸�Ê	»�»�m�]�¸MÉÝÀgZ S Í À��	» z Ä/� Ä�{ X�À ÉVU Ì Z/ºÝ»Yi�Z Ì W�Í Àti¨¸MÉÝ»<¹jW'ZMÉÝ» S ÉÝÀ ¸MÍ ½ Qm z ½Ý»¨»
` Å�d {P�

� U�»Ni�Z Ì W�Í»PÉÝ»+É\U�»�½\p�½öÉ¼» Ì
2k+ 1 ¸ S É¼À Ã i�Z Ì Ì ]�ÉÝÀ S Á È ] S À É¼¸	º\p È ¸ S ÉÝÀ Ã q »¨º Ì À ÉÝÀ ¸ S�È

Í À S »<¸	ºÝÍgp�À S ¹�»�W�» S ¹�» S É Ì ¸WÉ¼ºÝÀtiP»(½ Mj(n) ≡ Mj
Z
_�É\U�» Z	º5¹�»¨ºjZ
_ n = 2k z k =

1, 2, . . .
{ ¸	ºÝ»Yi�Z S ½öÉ¼º\]-i�ÉÝ»(¹:_lZ/º k = 2, 3, . . . ¸	½ _lZ/Í ÍgZAX ½<Î

Mj(n) =

(

Mj(n/2) 0
0 −Mj(n/2)

)

, j = 1, 2, . . . , 2k − 1,

M2k(n) =

(

0 −En/2

En/2 0

)

, M2k+1(n) =

(

0 iEn/2

iEn/2 0

)

.

� Z	º k = 1 X »�É¼¸��	» Mj(2) = Hj (j = 1, 2, 3)
È XeU�»¨º¼» Hj

¸Mº¼»N] S À É<m�]�¸MÉÝ»<º S ÀgZ S ½ �

�LC�� K<KNPTGQP"J(F������ J(F! *G!I-M<O'GQP"J(F
RTS ÉVU�À½ ½Ý»�iPÉÝÀgZ S XÜ» W�ºVZ�W'Z/½Ý»�¸�½ÝÀ Ì W�Í»hW�º\Z1i¨»<¹1]�º¼»j_lZ	º,i�Z S ½öÉ¼º\]-i�ÉÝÀgZ S Z
_ Ì ¸MÉÝº¼Àgi¨»<½
Mj(n) Z
_ ¸ S ¸MºVo�À ÉÝº5¸MºVp »¨Ê	» S Z/ºeZ�¹�¹�Z/º¼¹�»¨º �

Ë Ê	» S Z	º5¹�»<º n = 2N
È XeU�»¨º¼» 2k < 2N < 2k+1 È i¨¸ S o�»A¸MÍgX ¸�p�½ÜºÝ»�W�ºÝ»(½D» S ÉÝ»<¹ À S

É\U�»Y_lZ/º Ì

2N = 2k + 2k−i1 + . . .+ 2k−im , 1 ≤ i1, . . . < im ≤ (k − 1).

q » S iP» È�Ì ¸MÉÝº¼À&f Mj(2N) i¨¸ S o�»:i�Z S ½öÉ¼º\]	iPÉÝ»(¹�¸/½A¸ ¹�À¸	Á�Z S ¸MÍDo�ÍgZ1i"� Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[f X�À É\U
É\U�»No�Í[Z1i"��½4Z�_±É\U�»NZ	º5¹�»¨º5½ 2k, 2k−i1 , . . . , 2k−im

��R ÉÜÀ ½ iPÍ»<¸MºÉ\U�¸MÉ Ì ¸WÉ¼ºÝÀtiP»(½ Mj(2N)¸Mº¼»T¸ S ÉÝÀ Ã i�Z Ì�Ì ]�É¼À S Á È ] S À É¼¸	º\p È ¸ S ÉÝÀ Ã q »¨º Ì À É¼À¸ S1È ¸ S ¹�ÍÀ S »<¸Mº¼Ígp À S ¹�»�W�» S ¹�» S É �
# ¸WÉ¼ºÝÀtiP»(½HZ�_tÉVU�»�Z�¹�¹jZ	º5¹�»¨º n = 2N + 1 ¸	ºÝ»�i�Z S ½DÉÝºV]	i�É¼»<¹�¸	½H_lZ	ÍÍgZAX ½

Mj(2N + 1) = diag(Mj(2N),−i), j = 1, 2, . . . , 2(k − im) + 1.



£� («	�����H������ D¢��" W��¤W���ª W�����Pµ�£�¤W��¯��
	¶°h ��H���R�ª M���� ö¢��¤W´W�����P��¤M�R�ª M��� Ä��	Ç
� U�»<½Ý» Ì ¸WÉÝº¼ÀtiP»<½%¸Mº¼»e] S À É¼¸MºVp�¸ S ¹ ¸ S É¼À ÃTq »<º Ì À ÉÝÀ ¸ S oQ]�É S ZMÉÜ¸ S É¼À Ã i�Z Ì�Ì ]�É¼À S Á È UQZAX Ã
»¨Ê	»<º È ¸	½�À ½eW�ºVZWÊ	»(¹�o�»¨ÍgZAX È�Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[f�_l] S i�ÉÝÀgZ S u2N+1(φ, a) ¸MÍ ½\Z ½Ý¸MÉÝÀ ½ ��»(½ z Ä/� Ä�{ W�ºVZ Ã
Ê-À ¹�»(¹�¸ S ¸/¹�¹�À ÉÝÀgZ S ¸	Í i�Z S ¹�À ÉÝÀgZ S Z S ] S À É"Ê	»0i�É\Z/º

a
�

������� � ����� ��� ���h©P���ª W�

u2N+1(φ, a) = E2N+1 cosφ+ a sinφ, a =

2(k−im)+1
∑

j=1

ajMj(2N + 1), |a| = 1

�P¤M�R� ��� �������P��¤M�R�ª M�! #"���"%$ ¤W�h« ���¥�¤��A�¦¥�� �&	P®� W�h�P�#�R�ª¤��1¯Ý��®�¯Ý�P�¨�P�#�î¤M�R�ª M�

u2N+1 = exp(φ, a),

®�¯Ý M´<�ª«/�¼« ¤/«	«W�����ª W�h¤'�
©5 W��«M���R�ª M� ∑

aj = ±1
� �¡´W¤'� �ª«��

( ¯Ý ( ö¢ � Â1»¨Ée]�½�º¼»<¹1]	i¨»T»�m�]�¸WÉ¼À[Z S z Ä	�Ä0{ É\Z�ÉVU�»�Z	º5¹�À S ¸MºVp ¹�À*)�»<ºÝ» S É¼À¸	Í1»�m�]�¸MÉÝÀgZ S

(v2 − 1)
d2u

dz2
+ µ2u(u2 − 1) = 0. z ��� Ä�{

� U�» ��º5½öÉ ¹�»¨º¼À ÊW¸MÉÝÀÊ	»:Z�_ un
À½ du/dz = (−En sinφ + a cosφ)dφ/dz

� R É7_lZ	ÍÍ[ZAX ½
o-Z	É\U,_¦ºVZ Ì É\U�»�¹�» � S À É¼À[Z S z Ä/� ��{�È À � » � _¦ºVZ Ì

cotφ = − sinh(αz)
È ¸ S ¹s_¦º\Z Ì »0m*]#¸MÍÀ É"p

sin2 φ = (1 + cot2 φ)−1 ÉVU�¸WÉ dφ/dz = α sinφ
��� U!]�½LX » � S ¹

dun

dz
=
α

2

(

− 2En sin2 φ+ 2a sinφ cosφ
)

=
α

2

(

un(2φ, a) − 1
)

.

v » À¹�» S ÉÝÀ[_lp En
X�À É\U 1 o-Z	É\UlÀ S É\U�»�Í ¸	½DÉ ÉÝ»<º Ì ¸ S ¹ À S ÉVU�»cÉ¼»¨º Ì u2 − 1Z
_�»0m*]#¸WÉÝÀgZ S z ��� Ä�{��LR Éj_lZ/Í ÍgZAX ½�_¦º\Z Ì É\U�»d¹�» � S À É¼À[Z S Z�_ Mj(2N + 1)

È ÉVU�»�¸ S ÉÝÀ Ã
i�Z Ì�Ì ]�ÉÝÀ S ÁkW�ºVZ�W�»¨ºÝÉ"p Z�_ Ì ¸WÉ¼ºÝÀtiP»(½ Mj(2N)

È ¸ S ¹ _¦ºVZ Ì i�Z S ¹�À É¼À[Z S ∑

aj = ±1É\U�¸MÉ »0m�]�¸MÍÀ É"p
a

2 = −E2N+1
À ½ ÊW¸MÍÀ¹ � � U!]�½ _lZ/º n = 2N + 1 É\U�»�»0m�]�¸MÍÀ É"p

(un(φ, a))2 = un(2φ, a) À½�¸	Í½\Z�ÊW¸MÍÀ¹ � � U�»¨º¼»�_lZ	º¼»

dun

dz
=
α

2
(u2

n − 1),
d2un

dz2
=
α2

2
un(u2

n − 1)

¸ S ¹ È U�» S i¨» È »0m*]#¸WÉÝÀgZ S z ��� Ä�{ À½�º¼»<¹Q]	iP»(¹ ÉVZ�ÉVU�»Y_lZ	º Ì

((v2 − 1)
α2

2
+ µ2)un(u2

n − 1) = 0. z ��� �*{

R É À ½�»<Ê�À¹�» S É�É\U#¸WÉc_l] S i�É¼À[Z S u2N+1
½Ý¸MÉÝÀ ½ ��»(½1ÉVU�À ½�»0m*]#¸WÉÝÀgZ S�È W�ºVZWÊ�À¹�»<¹ α2 =

2µ2

1 − v2

È
¸ S ¹ È U�» S i¨» È À ÉA½¼¸WÉ¼À½ ��»(½+»0m�]�¸WÉ¼À[Z S z Ä/� Ä�{�� # Z/ºÝ»�ZWÊ	»<º È »�m�]�¸WÉ¼À[Z S z �����{ U�¸	½T¸	Í½\Z¶ÉVU�»
ÉÝº¼À Ê�À ¸MÍ¿½^Z/Í[]�É¼À[Z S ½ un = 0

È
un = ±1

��� À S ¸MÍÍ[p È ¹1]�» ÉVZ�ÉVU�»�o#¸	½ÝÀgi¶»�m�]�¸MÍÀ É"p
a

2 =
−E2N+1

È X »!� S ¹ É\U�»Y_lZ/Í ÍgZAX�À S Á Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[f¶»�f!W#¸ S ½ÝÀ[Z S

exp(φa) = En + φa −
φ2

2
En −

φ3

6
a + . . . = En cosφ+ a sinφ = un(φ, a).

� U�»TÉ\U�»�Z	º¼» Ì À ½LW�ºVZWÊ	»(¹ �
�
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/ W´
�LC�� �����NP\F	� �DF<K�
 JDG � G1P^J(F
RTS ÉVU�À ½A½D»0i�ÉÝÀgZ S X »ai�Z S ½ÝÀ ¹�»¨ºA¸ Ì Z	º¼»7X�À ¹�» ½Ý»PÉ�Z
_ Ì ¸MÉÝº¼À&f _l] S i�É¼À[Z S ½ un(φ, a) _lZ/º
(j = 1, . . . , 2k + 1)

È i�Z S ½öÉ¼º\]	iPÉÝ»(¹�¸	½ z Ä	���{PÈ W�º\ZWÊ�À ¹�»<¹ É\U#¸WÉA¸ S Á*]�Í¸	º�W�¸	º¼¸ Ì »¨ÉÝ»<º φi¨¸ S o#»T¸ S ¸MºVo�À É¼º¼¸	º\p�ºÝ»(¸MÍ S ] Ì o�»¨º Z	º¿¹�À*)�»<ºÝ» S É¼À¸�o�Í»"À S iPº¼»<¸/½DÀ S Áw_l] S i�É¼À[Z S Z S ÉÝÀ Ì » �
R É¿À ½�»(¸	½\p É\Z�Ê	»<ºÝÀ[_lp ÉVU�¸WÉ"½ÝÀ Ì ÀÍ¸	ºÝÀ É"p�ÉÝº5¸ S ½"_lZ/º Ì ¸WÉ¼À[Z S

Mj →M ′
j = un(φ, a)Mju

∗
n(φ, a), j = 1, 2, . . . , 2k + 1 z ���Ä0{

Ì ¸�W�½�½^p�½DÉÝ» Ì
{Mj}

ÉVZ�¸ ½DÀ Ì À Í ¸MºT½^p�½DÉÝ» Ì
{M ′

j}
XeU�Àgi2U�½Ý¸MÉÝÀ ½ ��»(½�ÉVU�» ½Ý¸ Ì »7W�ºVZ�W Ã

»¨ºÝÉÝÀ»<½ ¸	½�É\U�»�À S À É¼À¸	Í¿½\p�½öÉ¼» Ì ��� Z/º�»�f�¸ Ì W�Í » È À[_
a = M2k+1

¸ S ¹ φ = π/4 É\U�» S
Ì ¸�WQW�À S Á z ��� Ä�{ ÉÝº5¸ S ½^_¦»¨º5½¿½^p�½DÉÝ» Ì

{Mj(n)} É\Z É\U�»Y_lZ/Í ÍgZAX�À S Á ½^p�½DÉÝ» Ì Î

M ′
j(n) = M2k+1Mj =

(

0 −iMj(n/2)
iMj(n/2) 0

)

, j = 1, 2, . . . , 2k − 1,

M ′
2k(n) =

(

iEn/2 0
0 −iEn/2

)

, M ′
2k+1(n) =

(

0 iEn/2

iEn/2 0

)

.

Â1»PÉ V2k+1
o�»¿¸�Ê/»�i�ÉVZ	º
½\W�¸�i¨»¿½\W�¸ SQS »<¹7ZWÊ	»<º o#¸	½ÝÀ½ Ê	»0i�ÉVZ	º5½ M1,M2, . . . ,M2k+1¸ S ¹ Í »¨É Ê	»0i�É\Z/º
b

¸ S ¹ ] S À É Ê/»�i�ÉVZ	º
a
o#»<Í[Z S Á É\Z V2k+1

�
������� � ���� � £�¤5®	®h�����

b → unbu
∗
n

����«W��©5�5« �¨µ�¢5����©¨�R�ª M�
un(φ, a)

� �¡���P����´W¤'��P�#�
�î  ¯¼ W��¤W���ª W�

un(2φ, a)b
 ö¢ ´��5©¨�î M¯

b
¤ �5 M��� ������� ´W�5©P�� W¯

a
�¨µ�¤W��� � �

2φ
² ®�¯Ý M´<�ª«/�¼«

 W¯��¦¥�  �/ M��¤'� ���Rµ ©¼ M��«M���R�ª M� ∑

ajbj = 0
� �A´W¤'�H�ª« �

( ¯Ý ( ö¢ � R Éx_lZ	ÍÍ[ZAX ½ _¦ºVZ Ì ÉVU�» ¸ S É¼À Ã i�Z Ì Ì ]�ÉÝÀ S Á/W�ºVZ�W�»¨ºÝÉ"p�Z
_ Ì ¸MÉÝº¼Àgi¨»<½ Mj
¸ S ¹ _¦º\Z Ì

É\U�»�Z/ºDÉVUQZ	Á*Z S ¸	Í À É"p,i�Z S ¹�À É¼À[Z S ÉVU�¸WÉ

ba =
∑

i,j

biajMiMj =
∑

i6=j

ajbi(−MjMi) +
∑

j

ajbj(−En) = −ab.

� U�]#½ È É5¸���À S Á À S É\Z ¸*i�i�Z*] S É
a

2 = −En
¸ S ¹ (un(φ, a))2 = un(2φ, a) XÜ»YU�¸�Ê/»

b → unbu∗n = un(φ, a)(b cos φ− ba sin φ) = un(2φ, a)b.

� U�» Í¸/½öÉ�ÉÝ»<º Ì À½�»0m�]�¸MÍ¿ÉVZ (b cos 2φ + ab sin 2φ)
�DR É Ì »<¸ S ½ É\U�¸MÉ Ê	»�iPÉ\Z/º

b
À½

É\]�º S »<¹:o�p ¸ S Á	Í» 2φ ¸�o-Z*]�ÉÜÊ/»�i�ÉVZ	º
a

À S É\U�»/W�Í ¸ S »NZ
_1Ê/»�i�ÉVZ	º5½
b, ab

� � U�» ÉVU�»�Z/ºÝ» Ì
À½eW�º\ZWÊ/»<¹ �

�

R É
½\UQZ*]�Í¹ o#» S ZMÉÝ»(¹AÉVU�¸WÉ4XeU�» S X »¿½Ý¸�pTÉVU�¸WÉ un(φ, a) ¸*i�i�Z Ì W�Í À ½\U�»<½ ¸�º\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S1È
XÜ» Ì »<¸ S ¸ S ¸*i�É¼À[Z S un(2φ, a)b

� � U�» ¸ S Á�]�Í¸	º W#¸Mº5¸ Ì »PÉ¼»¨ºDi¨¸ S o�»�ºÝ»�W�Í ¸�iP»(¹ o!p�¸ S p
¹�À Ê�À ½DÀgo�Í» o!p φ ¸ S Á	Í» � # Z	º¼»�ZWÊ/»¨º È À S É\U�»si¨¸	½Ý»wZ�_x] S À É�Ê	»0i�É\Z/º

b
XÜ»�½DÀ Ì W�Í[p ¹�»�� S »

¸�ºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S un
�

n ZAX XÜ»ji�Z S ½DÀ ¹�»¨º ¸ Ì ¸
WQW�À S Áyi�Z S É¼º¼¸*i�É¼À[Z S1� v »ji�Z S ½ÝÀ¹�»<º�¸ i�Z S ¹�À É¼À[Z S XeU�» S
º\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S un

À S V2k+1
À S ¹1]	i¨»<½ ¸ ºVZMÉ5¸WÉÝÀgZ S un/2

À S V2k−1
È À � » � À S ÉVU�» ½\W�¸*iP»Ü½\W�¸ SQS »<¹

ZWÊ	»¨ºco�¸	½ÝÀ½�Ê	»0i�É\Z/º¼½ M1(n/2), . . . ,M2(k−1)(n/2)
��R Éc_lZ	ÍÍgZAX ½r_¦ºVZ Ì É\U�» i�Z S ½öÉ¼º\]-i�ÉÝÀgZ S

Z
_ Ì ¸MÉÝº¼Àgi¨»<½ Mj
É\U�¸MÉ�É\U�»�p�U�¸�Ê/»"ÉVU�»�o�ÍgZ!i"� Ã ¹�À ¸MÁ�Z S ¸MÍ-_lZ	º Ì

Mj(n) = diag(Mj(n/2),M∗
j (n/2)), j = 1, 2, . . . , 2k − 1.



£� («	�����H������ D¢��" W��¤W���ª W�����Pµ�£�¤W��¯��
	¶°h ��H���R�ª M���� ö¢��¤W´W�����P��¤M�R�ª M��� Ä<Ç�Ä
� U�»¨º¼»�_lZ/ºÝ»D_l] S i�É¼À[Z S un

¸MÍ ½^Z<U�¸	½ ¸"¹�À ¸MÁ*Z S ¸	Í
_lZ/º Ì un = diag(un/2, u
∗
n/2)

W�ºVZWÊ-À ¹�»(¹
a = (a1, . . . , a2k−1, 0, 0)

� ¾�» Ì À S ¹�É\U#¸WÉ u∗n = u−1
n

_lZ	º%¸	º\o�À É¼º¼¸	º\pTÀ S ¹�»�f n �-�NS É\U�À ½
o�¸	½Ý»YXÜ»A¹�»�� S »TÉ\U�» S »�f�Ée_lZ	º Ì ]�Í¸ _lZ	º Ì ¸
W	W�À S Áai�Z S ÉÝº5¸�iPÉÝÀgZ S1�
���������	��
��������� Â1»¨É�¸/½Ý½\] Ì »AÉ\U#¸WÉ<Z/ºDÉVUQZ	Á*Z S ¸	Í À É"pji�Z S ¹�À ÉÝÀgZ S ∑

ajbj = 0 À ½"ÊW¸MÍÀ ¹ �
� U�» SfÌ ¸�WQW�À S Áji�Z S ÉÝº5¸�iPÉÝÀgZ S _¦ºVZ Ì

V2k+1
ÉVZ V2k−1

À S ¹1]	i¨»<¹ o!p�¹�À ¸MÁ*Z S ¸	Í Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[f
un = diag(un/2, u

∗
n/2)

À ½
¹�»�� S »<¹�À S É\U�»(_lZ/º Ì Z�_#ÍÀ S »(¸Mº _¦º¼¸*i�É¼À[Z S ¸MÍ/ÉÝº5¸ S ½^_lZ	º Ì ¸WÉ¼À[Z S
z À É À½ ¹�» S Z	ÉÝ»<¹jo!p ½\p Ì o'Z	Í ⇒ { Î

un(2φ, a)b ⇒
un/2(2φ, a)

u∗n/2(2φ, a)
b = un/2(4φ, a)b.

n ZMÉ¼» ÉVU�¸WÉ¿À S É\U�»�º¼À Á*U/É Ã U#¸ S ¹ ½ÝÀ¹�»NZ�_±É\U�À ½H_lZ	º Ì ]�Í ¸¡Ê/»�i�ÉVZ	º5½
a

¸ S ¹
b
o�»¨ÍgZ S Á�É\Z

V2k−1
È À � » � É\U�»�p ¸Mº¼» Ì ¸WÉ¼ºÝÀtiP»(½(Z�_1É\U�»/Z/º¼¹�»¨º Z
_ n/2 � � U�»+Í ¸	½DÉ¿ÉÝ»<º Ì À S ÉVU�»T¹�» � S »<¹

_lZ	º Ì ]�Í ¸ Ì »<¸ S ½ ¸�ºVZMÉ5¸WÉÝÀgZ S Z
_ Ê	»0i�ÉVZ	º
b

¸�o-Z*]�É�Ê	»�iPÉ\Z/º
a
o�p ¸ S Á	Í» 4φ

È À � » � ÉVU�À ½
_lZ	º Ì ]�Í ¸ Í »(¸	¹�½¿ÉVZ�É\U�»�¹1Z�]Qo�Í À S Á,Z
_ ºVZMÉ¼¸MÉÝÀgZ S ¸ S Á/Í » � � U�»�¹�»�� S »(¹ ÍÀ S »<¸	ºe_¦º¼¸*i�É¼À[Z S ¸MÍ
ÉÝº5¸ S ½^_lZ	º Ì ¸WÉÝÀgZ S À½¿»0m�]�À ÊW¸	Í » S É�ÉVZ É\U�»¡½ÝÀ Ì ÀÍ¸	ºÝÀ É"p É¼º¼¸ S ½"_lZ/º Ì ¸MÉÝÀgZ S À S V2k−1

un/2(2φ, a)bu∗n/2(2φ, a) = un/2(4φ, a)b.
� U�» W�ºVZ1iP»<½¼½,Z�_ Ì ¸�WQW�À S Á i�Z S ÉÝº5¸�iPÉÝÀgZ S i¨¸ S o�» i�Z S ÉÝÀ S ]�»<¹�ÉVZ ÍgZAXÜ»<ºÝÀ S Á Ê	»0i Ã

É\Z	º ½^W�¸*iP»(½ �(n ¸ Ì »¨Ígp È _lZ	ºjZ	ºÝÉ\UQZ/Á�Z S ¸MÍ¿Ê	»0i�É\Z/º¼½
a,b ∈ V2k+1

È Z�_TÉ\U�»u_lZ/º Ì
a =

(a1, a2, a3, 0, . . . , 0) ¸ S ¹
b = (b1, b2, b3, 0, . . . , 0)

È ¸:i2U�¸	À S Z�_(i�Z S É¼º¼¸*i�ÉÝÀgZ S ½ _¦º\Z Ì
V2k+1

ÉVZ V2k−1
¸ S ¹�½\ZsZ S ] S É¼À Í V3

À ½¿ÊW¸MÍÀ¹�À S ÉVU�»Y_lZ	º Ì

un(2φ, a)b ⇒ un/2(4φ, a)b ⇒ . . .⇒ u2(nφ, a)b. z �����{
n ZAX X »7W�º\Z*W-Z-½D»�¸¶Á/»�Z Ì »¨ÉÝº¼Àgi<¸MÍ À S É¼»¨ºVW�ºÝ»¨É¼¸MÉÝÀgZ S Z�_%ÉVU�» ¹1Z�]Qo�Í À S Á Z
_ÜºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S

¸ S Á/Í »+À S É\U�»Yi2U�¸MÀ S z �����{P�*R É�À ½ � S ZAX S É\U�¸MÉ o�ÍgZ1i"� Ã ¹�À ¸MÁ*Z S ¸	Í Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[f:i¨¸ S o#»�º¼»�W�º¼» Ã
½D» S É¼»<¹�¸	½�¹�Àº¼»�i�É"½\] Ì � � U!]�½L_lZ/º ¸ ½\W�»�iPÀ ¸MÍ i<¸	½Ý»YZ
_tÊ/»�iPÉ\Z	º

b
X »�U�¸�Ê/»

b =

2k−1
∑

j=1

bjMj(n) =

2k−1
∑

j=1

bjMj(n/2) ⊕

2k−1
∑

j=1

bjM
∗
j (n/2) ≡ b(n/2) ⊕ b

∗(n/2).

# Z	º¼»�ZWÊ/»¨º È À[_ X »�É¼¸��	»�É\U�»AÍÀ S »<¸	º S Z	º Ì Z
_ Ì ¸WÉÝº¼ÀtiP»<½ È É\U�» S XÜ» � S ¹
|b(n)| = |b(n/2)| + |b∗(n/2)| = 2|b(n/2)|.

� S ¸	Í[Z/Á�Z�]#½DÍgp Z S »<¸�i2U ½DÉÝ»�W À S i2U#¸MÀ S z �����{ XÜ» � S ¹dÉ\U#¸WÉ�Ê/»�i�ÉVZ	º
b

À ½AÉ"X Z ÉÝÀ Ì »(½
½^UQZ/ºDÉ¼»¨º�É\U�¸ S À S ÉVU�»jW�ºÝ»<Ê-ÀgZ�]#½�½DÉÝ»�W � Â�»PÉa]�½�É¼¸��	» ¸ ] S À É,iPÀºVi¨Í » C1

X�À É\U iP» S É¼»¨º
O1

¸ S ¹�É¼¸��/»�¸:] S À ÉTÊ	»0i�ÉVZ	º
b(n) = O1A1

¹�ÀºÝ»0i�ÉÝ»(¹�¸MÍgZ S Á:UQZ	º¼À���Z S É5¸MÍ�ÍÀ S » ]QW�É\Z
W-Z/À S É A1

Z S C1
� Â1»¨É O2

o#»�¸ Ì À¹�¹�Í »sW'Z	À S ÉYZ
_ O1A1
¸ S ¹�Í»PÉ

b(n/2) = O2A1
È

b
∗(n/2) = O2O1

� Â�»PÉ C2
o#»T¸wi¨À º2iPÍ»<X�À É\U�i¨» S ÉÝ»<º O2

�!n ZAX X »�ÉV]�º S Ê	»�iPÉ\Z/º
b(n)o�p�¸ S Á	Í» π/2 ] S ÉÝÀÍ Ê	»¨ºÝÉÝÀti¨¸	ÍcW'Z/½ÝÀ É¼À[Z S O1B1

��� À Ì ]�Í É5¸ S »�Z�]�½ÝÍ[pui¨À º2iPÍ» C2
À½+º\Z/Í Í»<¹

¸MÍgZ S Á C1
À S ½^]-i2Uf¸ X ¸�p�ÉVU�¸WÉ�¹�À ¸ Ì »¨ÉÝ»¨º O1A1

Z
_ C2
É5¸��	»(½T¸¶Ê/»¨ºÝÉÝÀti¨¸MÍxW'Z/½ÝÀ É¼À[Z S1È

À � » � W'Z	À S É A1
À S ÉVU�»A½^p�½DÉÝ» Ì

C2
É¼¸��	»<½HW�Í ¸�i¨»NZ�_cW-Z/À S É O1

Z
_ ½^p�½DÉÝ» Ì
C1

�!R É Ì »<¸ S ½
É\U�¸MÉ+Ê	»0i�ÉVZ	º

b(n/2) À½"É\]�º S »(¹ _¦º\Z Ì W-Z-½DÀ ÉÝÀgZ S O2A1
É\Z O2O1

À S ÉVU�»�½\p�½öÉ¼» Ì
C2

È
À � » � À É À ½ÉV]�º S »<¹�o�p ¸ S Á	Í» π � � S ¸MÍgZ	Á�Z*]�½ÝÍ[p À S ¸7i¨À º2iPÍ» C3

X�À ÉVUjiP» S ÉÝ»¨º O3 z Ì À ¹�¹�Í»
W-Z/À S É7Z�_ O2A1

{ X » � S ¹ É\U#¸WÉ�Ê/»�iPÉ\Z	º
b(n/4) = O3A1

À ½¡ÉV]�º S »<¹ko!p ¸ S Á/Í » 2π
�

� U�]#½ È XeU�» S i¨À º2iPÍ» Ck
À ½¡ºVZ	ÍÍ»<¹ ¸MÍgZ S Á C1

É\U�»¶Ê	»0i�ÉVZ	º
b(2) À ½AÉ\]�º S »(¹ko!p ¸ S Á/Í »

(π/2)2k−1 ��� U�»AÁ	»�Z Ì »PÉ¼ºÝÀti¨¸	ÍhÀ S ÉÝ»<º\W�ºÝ»¨É¼¸WÉ¼À[Z S À ½ei�Z Ì W�Í »¨ÉÝ»<¹ �



Ä<Ç � �������	�¿��«�
/ W´
��C��LJ���� � ���!�\P^O � GQP"J(F! 
� U�» ��º5½öÉ¸
W	W�Í Àti¨¸MÉÝÀgZ S ¹�»<¸	Í½xX�À É\U Ì Z�¹�»<Í ÍÀ S Á/Z�_�Ê*Z	ºÝÉÝ»�f¡ºÝÀ S Á/½ �ARTS ` Æ�d XÜ»e]#½D» Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[f
½^Z/Í[]�É¼À[Z S ½sZ
_T¸ S Z S�Ã Í À S »<¸	º7X¿¸�Ê	» »�m�]�¸MÉÝÀgZ S _lZ	º Ì Z�¹�»¨ÍÍ À S Ád¸fÊ*Z	ºÝÉÝ»�fdº¼À S Á�¸	ºÝÀ ½ÝÀ S Á
o#»�U�À S ¹�¸�i�]�ÉÝ»A»(¹�Á	»wZ�_¸,i�p�Í À S ¹�º¼Àti¨¸MÍco�¸Mº�XeU�» S ¸��	]�À¹	�	ZAXsÀ ½"½DÉÝº¼À Ê�À S Á ¸MÍgZ S Á�ÉVU�»
o�¸Mº�À S ¸�i�]�ÉÝ»¶»(¹�Á	» ¹�À º¼»�iPÉÝÀgZ S1� RTS ` bAd¿Ì ¸WÉÝº¼À[fd½\Z	Íg]�ÉÝÀgZ S ½ Z�_ Í À S »<¸	º X¿¸�Ê	» »0m*]#¸WÉÝÀgZ S
¸Mº¼»7]�½Ý»<¹ _lZ	º Ì Z�¹�»¨ÍÍ À S ÁhX »¨ÍÍ Ã � S ZAX S Ê�Z/ºDÉ¼Àgi<¸MÍ ºÝÀ S Á-½NZ�_Ü½ Ì Z �	»sXeU�» S À É¼½/W-Z/ºDÉ¼À[Z S ½
¸Mº¼»
�	p�À S Á Z�]�É7Z
_"¸ S ¸�W#»<ºDÉV]�º¼» � Â�»PÉs]�½ i�Z S ½ÝÀ¹�»¨º U	ZAX W�¸	À º7Z
_"½\Z	Íg]�ÉÝÀgZ S ½ u1

¸ S ¹
u2

Z�_ ÍÀ S »<¸Mº�X¿¸�Ê	» »�m�]�¸MÉÝÀgZ S i¨¸ S o�»:]�½Ý»<¹ _lZ/ºAÊ-À ½\]�¸MÍ¹�» Ì Z S ½DÉÝº5¸WÉ¼À[Z S Z�_ÜÉVZ	ºVZ	À ¹�¸MÍ
Ì Z	ÉÝÀgZ S À S Ê�Z	ºÝÉÝ»�f�º¼À S Á/½�¸Mº¼À½ÝÀ S Á À S ¹�À*)�»<ºÝ» S É/W�Í ¸	½DÉÝÀti Ì »(¹�Àg] Ì ½ � Â1»¨É/]#½+º¼»�W�ºÝ»(½D» S É
½^Z/Í[]�É¼À[Z S u1 = exp(iφ)

È XeU�»<ºÝ» φ = αz _lZ	º�Í À S »<¸	º7i<¸	½Ý» È o!py] S À ÉsiPÀº2iPÍ» S1 ¸ S ¹
É¼¸��/» Í[Z1i<¸MÍD_¦º5¸ Ì »

ej(j = 1, 2, 3) X�À ÉVU É\U�»:i�]�º¼ºÝ» S ÉwW-Z/À S É exp(iφ) ¸	½AÀ É¼½ Z	º¼À Á/À S1�
Â1»PÉ/] S À É+Ê/»�i�ÉVZ	º

a = e3
ÍÀ»<½ À S ÉVU�» W�Í ¸ S »wZ
_
ÉVU�»7i¨À º2iPÍ»�¸ S ¹ À É�À½"É¼¸ S Á	» S É"É\Z S1 �

v U�» S φ À½�À S i¨ºÝ»(¸	½ÝÀ S Á È�Ì ¸MÉÝº¼À&f u2
ºVZMÉ5¸WÉ¼»<½¿¸MºVo�À ÉÝº5¸MºVp Ê	»�iPÉ\Z/º

b z Z/ºDÉVUQZ	Á*Z S ¸	Í#ÉVZ
a
{

¸
o'Z�]�É¿Ê	»0i�É\Z/º
a

¸ S ¹ È U�» S iP» È ¸
o'Z�]�ÉeiPÀºVi¨Í » S1 XeU�Àgi2U�_lZ	º Ì ½Hi¨À º2i�]�Í ¸Mº¿¸Af�À ½(Z�_±É\Z/º\]�½ �
� ½ ¸¡º¼»<½\]�Í É È ¸ S ¸MºVo�À ÉÝº5¸MºVp¡Ê	»0i�ÉVZ	º

b
¹�»(½\i¨ºÝÀgo#»(½Ü¸ U�»¨ÍÀti¨¸MÍ Ì ZMÉÝÀgZ S ¸MºVZ�] S ¹,i¨À º2iPÍ» S1 �

� U�À½ À½ ÉVU�»¡¹�»<½ÝÀºÝ»(¹ ÉVZ	ºVZ	À ¹�¸MÍ Ì ZMÉ¼À[Z S1�
� É¼½\] ��ZWÊ�½ ��pk` Ä�dîÈ o!p ]�½Ý»,Z
_¿»�m�]�¸MÉÝÀgZ S ½YZ�_��-]�À¹ ¹Qp S ¸ Ì Àgi<½ È ¹�»<½ViPº¼À[o�»<½�ÉVU�»,_lZ/º Ã

Ì ¸MÉÝÀgZ S Z
_Lo�¸/½DÀti »¨Í» Ì » S É¼¸	º\p W�¸MºÝÉÝÀtiPÍ»<½ z W�ºVZMÉ\Z S1ÈrS »�]�ÉÝºVZ S1È »¨Í»�i�É¼º\Z S1È »PÉ2i ��{ À S ÉVU�»
_lZ	º Ì Z
_
½öÉ5¸
o�Í»TÊ�Z/ºDÉ¼»�f º¼À S Á-½¿À S Á-¸	½ Ã ÍÀ �/»"»¨É\U�»<º �

� U�» ½D»0i�Z S ¹f¸�WQW�ÍÀgi<¸WÉÝÀgZ S À ½A¸ Ì Z�¹�»<Í ÍÀ S ÁuZ
_HW#¸MºÝÉÝÀtiPÍ»<½�i�Z/Í ÍÀ ½DÀgZ S1� � ½Vi2U�» Ì »aZ�_
i�Z	ÍÍÀ½ÝÀ[Z S Z�_�É"XHZLW�¸	ºDÉ¼Àgi¨Í »(½D` bAd i¨¸ S o#»%¸�WQW�ÍÀ »(¹+É\Z ¸ Ì Z�¹�»¨Í*Z
_1i�Z	ÍÍÀ½ÝÀ[Z S Z�_ Ì ¸ S p�W�¸MºÝÉÝÀ Ã
iPÍ»<½ ��� Z/º
É\U�À ½DWQ]�º\W'Z/½Ý»eXÜ»�Á/» S »<º¼¸	Í À��¨»¿º¼»<½\]�Í É¼½DZ S i�Z Ì W'Z/½ÝÀ É¼À[Z S ¸ S ¹�¹�»�i�Z Ì W-Z-½DÀ ÉÝÀgZ S
` b
d _¦ºVZ Ì É"X Z�½DÀ Ì ]�Í É5¸ S »�Z�]�½�º\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S ½wZ S É\Z�¸	º\o�À ÉÝº5¸MºVp S ] Ì o#»<º7Z�_"½DÀ Ì ]�Í É5¸ S »�Z�]�½
º\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S ½ �
������� � ���� ��� ¯��P����¯Ý¤W¯�µ

N
 ö¢����§�� �H��¤W�h�5 W���¯Ý M�î¤M�R�ª M���

u2(njφ, aj) (j = 1, . . . , N) W� ����������®�¥��P¯Ý�
S2 ©¼¤M� �¼� ©5 M§ ®� ��¨�5«r������ s W�����t¥� '�� ¯Ý W��¤W���ª W�

u2(n0φ, a0)
²

�t¥��¨¯Ý�
n0a0 =

∑

njaj

¤W�h«
a0

� � ¤ �������¶´W�5©P�� W¯d���
S2 � ����´W�¨¯5�P���Hµ�²¶¯¼ W��¤W���ª W�

u2(n0φ, a0)
©5¤W� �5�f«/�¼©5 M§ ®� ��¨�5«  W�~¤W¯��¨���R¯¼¤W¯�µ �#��§ �5�¨¯

L
 ö¢��5��§ � �H��¤W�h�¼ M����¯Ý ��

�î¤M�R�ª M���
u2(mjφ, cj) (j = 1, . . . , L)

²��t¥��¨¯Ý� ∑

mjcj = n0a0

¤W�h«
cj

¤M¯Ý� ¯Ý¤	«M�ª¤'�
�������%´W�5©P�� W¯5�A���

S2 �

( ¯Ý ( ö¢ � R É�_lZ/Í ÍgZAX ½,_¦ºVZ Ì � U�»�Z	º¼» Ì � À S ` Å
d É\U�¸MÉ�ºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S u2(njφ, aj)
i<¸ S o�»

¹�»�i�Z Ì W-Z-½D»(¹�À S É\Z ÉVU�ºÝ»<» ½DÀ Ì ]�Í É5¸ S »�Z�]�½TºVZMÉ5¸WÉÝÀgZ S ½ u2(njiφ, ei)
¸
o'Z�]�É i�Z!Z	º5¹�À S ¸WÉÝ»

Ê	»�iPÉ\Z/º¼½
ei(i = 1, 2, 3)

È XeU�»¨º¼» njaj =
∑3

i=1 njiei

� � U�» N Z�_ ½ÝÀ Ì ]�Í É¼¸ S »�Z�]#½ÜºVZMÉ5¸ Ã
ÉÝÀgZ S ½+¸
o'Z�]�É!�Qf�»<¹

ei

Ã ¸Af�À½"¸Mº¼»�½DÀ Ì W�Ígp i�Z Ì W-Z-½D»(¹ À S ÉVZ�Z S »¡º\Z	É¼¸MÉÝÀgZ S u2(n0iφ, ei)
È

XeU�»¨º¼» n0i =
∑N

j=1 nji
� � U�»�É\U�º¼»¨»7Z�o�É5¸MÀ S »<¹�½ÝÀ Ì ]�Í É¼¸ S »�Z*]�½"ºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S ½"¸�o-Z*]�ÉYi�Z Ã

Z	º5¹�À S ¸WÉÝ» ¸
f�»<½¡¸	ºÝ»,i�Z Ì W-Z-½D»(¹dÀ S É\ZuZ S »,XeUQZ/Í » ºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S u2(n0φ, a0) ¸�o-Z*]�É ] S À É
Ê	»�iPÉ\Z/º

a0

È XeU�»¨º¼» n0a0 =
∑3

i=1 n0iei =
∑3

i=1

∑N
j=1 njiei =

∑N
j=1 njaj. � p]�½D»aZ�_ ¸ S À S Ê/»¨º5½D»7W�ºVZ!i¨»<¹1]�ºÝ» À É¡À ½T»<¸/½^p ÉVZ�½^UQZAXzÉ\U�¸MÉTºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S u2(n0φ, a0) i¨¸ S

o#»T¹�»�i�Z Ì W'Z/½Ý»<¹aZ S ¸MºVo�À É¼º¼¸	º\p S ] Ì o�»¨º L Z�_�½DÀ Ì ]�Í É¼¸ S »�Z*]�½ºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S ½ u2(mjφ, cj)
È

XeU�»¨º¼» (j = 1, . . . , L)
È ∑

mjcj = n0a0
¸ S ¹

cj
¸	ºÝ» º5¸	¹�À¸	ÍD] S À É�Ê	»0i�ÉVZ	º5½TÀ S S2 �

� U�»�Z/ºÝ» Ì À½LW�º\ZWÊ/»<¹ �
�

n ZAX o�pj]�½Ý»wZ
_ É\U�À ½ º¼»<½\]�Í É<X »wi�Z S ½öÉ¼º\]	iPÉ"¸ Ì Z�¹�»¨ÍcZ�_DW�¸MºÝÉÝÀtiPÍ»<½�i�Z	ÍÍ À ½ÝÀ[Z S1��� U�»
½\i2U�» Ì »HZ�_�É\U�» Ì Z�¹�»<Í�À½Di¨Í[Z-½D»ÜÉ\Z+É\U�» ½\i2U�» Ì »HZ�_ � º¼»¨» S�Ã � i2U!X¿¸Mº � Ã v À ÉÝÉÝ» S ` �Ad�Ì Z�¹�»¨Í



£� («	�����H������ D¢��" W��¤W���ª W�����Pµ�£�¤W��¯��
	¶°h ��H���R�ª M���� ö¢��¤W´W�����P��¤M�R�ª M��� Ä<Ç��

Z
_Hi�Z	ÍÍ À ½DÀgZ S Z
_Ü½\]QW�»¨º5½öÉ¼ºÝÀ S Á/½ � � i�i�Z/º¼¹�À S Á¶É\Z É\U�»ai2U�¸	À S z �����{ X » W�¸/½Ý½N_¦ºVZ Ì�Ì ¸ S p
¹�À Ì » S ½DÀgZ S ¸MÍt½\W�¸*iP» È XeU�»¨º¼» Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[f�½\Z	Íg]�ÉÝÀgZ S un

¸�iPÉ¼½ È É\Z �	�"Ã ½\W�¸�i¨»�X�À ÉVU Ì ¸
WQW�»<¹
_l] S i�É¼À[Z S u2(nφ, a)

��� Z S ½ÝÀ ¹�»¨º ¸ Ì Z�¹�»¨ÍrZ�_xi�Z	ÍÍ À ½DÀgZ S Z
_ É\U�º¼»¨»TÀ S i�Z Ì À S Á ¸ S ¹ ÉVU�º¼»¨»
Z�]�É¼Á�Z	À S ÁaW�¸	ºDÉ¼Àgi¨Í »(½ �QRTS ½\W�À ÉÝ»�Z�_ ÉVU�»wZ*W�À S À[Z S ÉVU�¸WÉ"É\U�º¼»¨» Ã W�¸	ºDÉ¼Àgi¨Í »(½ei�Z/Í ÍÀ½ÝÀgZ S À½"À Ì Ã
W�º\Z*o�¸
o�Í »�ÉVU�»¨º¼»+¸	ºÝ»+½^Z Ì »+ºÝ»(¸�iPÉÝÀgZ S ½%À S ºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S ¸MÍ-X ¸MÉÝ»¨º È ¹�»<½ViPº¼À[o�»<¹,o!p � Z Ì À S ½ �!p
` �Ad�È XeU�»<ºÝ»A½\]	i2U�É\U�º¼»¨» Ã W#¸MºÝÉÝÀtiPÍ»<½Li�Z/Í ÍÀ½ÝÀgZ S ¸	ºÝ» S ¸MÉ\]�º5¸MÍrW	U�» S Z Ì » S ¸ �

Â1»PÉL_l] S i�ÉÝÀgZ S ½ u2(njφ, aj) (j = 1, 2, 3) i�Z/ºÝº¼»<½\W-Z S ¹ ÉVZ�É\U�º¼»¨»TÀ S i�Z Ì À S ÁaW�¸	ºDÉ¼À Ã
iPÍ»<½ È XeU�»¨º¼»A»<¸*i2Uj] S À É+Ê	»�iPÉ\Z/º

aj

Ì ZWÊ	»(½LX�À ÉVU�À É¼½<ZAX S ÍgZ1i¨¸	Ír_¦º¼¸ Ì »¡¸MÍgZ S Á ¸�¹�ÀºÝ»0i Ã
ÉÝÀgZ S Z
_-i�Z	º¼ºÝ»(½^W'Z S ¹�À S ÁNW�¸MºÝÉÝÀtiPÍ» Ì Z	ÉÝÀgZ S1�AR Éx_lZ	ÍÍgZAX ½ _¦ºVZ Ì ÉVU�»¿º\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S ½ u2(njφ, aj)É\U�¸MÉ/_lZ/ºA»<¸*i2U

aj

Ã ¹�Àº¼»�i�É¼À[Z S ÉVU�»¨º¼» »�f�À½DÉ¼½A¸¶É\]	o#» z Z
_H] S À É¡º5¸	¹�À[]�½ { ¸	½T¸hi¨¸Mº¼º¼À »<ºNZ�_
º\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S ÉÝº5¸�iP»(½ � Â1»PÉ O o#»¶¸ S À S É¼»¨º5½D»0i�ÉÝÀgZ S W'Z	À S É7Z
_¿ÉVU�ºÝ»<»

aj

Ã ¹�Àº¼»�i�É¼À[Z S ½ � � º¼» Ã
Á	ÀgZ S Z�_%À S É¼»¨º5½D»0i�ÉÝÀgZ S Z�_É\U�»�ÉV]Qo#»(½�À½+À½\Z Ì Z/º\WQU�Àgi¡É\Z�] S À É¡½\WQU�»<ºÝ» S2 X�À É\UyiP» S É¼»¨º
O

��� Z Ì W-Z-½DÀ ÉÝÀgZ S Z�_%½DÀ Ì ]�Í É5¸ S »�Z�]�½"º\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S ½ u2(njφ, aj)
Á/À Ê/»<½"¸�XeUQZ	Í»�ºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S

u2(n0φ, a0)
È XeU�»<ºÝ» n0a0 =

∑

njaj
¸ S ¹

a0
À ½"¸a] S À É�Ê	»�iPÉ\Z/º ��� ]�ºÝÉ\U�»<º Ì Z	º¼» È ÉVU�»

XeUQZ	Í» ºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S i¨¸ S o�» ¹�»�i�Z Ì W-Z-½D»(¹ Z S ¸MºVo�À ÉÝº5¸MºVp S ] Ì o#»<º L Z
_T½DÀ Ì ]�Í É5¸ S »�Z�]�½
º\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S ½ � Â1»¨É(o#» L = 3 ¸ S ¹�Í»PÉ ] S À É%Ê	»0i�ÉVZ	º5½

cj(j = 1, 2, 3) i�Z	º¼º¼»<½\W-Z S ¹¡ÉVZAÉ\U�ºÝ»<»
¹�À º¼»�iPÉÝÀgZ S ½(Z
_cZ*]�ÉÝÁ*Z	À S Á�W�¸	ºDÉ¼Àgi¨Í »(½ Ì ZMÉ¼À[Z S1� � U�» S X »+¹�» S Z	ÉÝ»Ni�Z	º¼ºÝ»(½^W'Z S ¹�À S Á¡½DÀ Ì ]�Í Ã
É¼¸ S »�Z�]#½ ºVZMÉ¼¸MÉÝÀgZ S ½�o�p u2(mjφ, cj)

È XeU�»<ºÝ» ∑

mjcj = n0a0

�'n ZAXrÀ É"À ½+½\]��:iPÀ» S É
É\Z É¼¸��/» Z S »<¸*i2U W�¸	ºDÉ¼Àgi¨Í » À É5½/ZAX S Í[Z1i<¸MÍ _¦º¼¸ Ì » X�À É\U i�Z	º¼º¼»<½\W-Z S ¹�À S Á Ê	»0i�ÉVZ	º

cj
¸	½

Z S »�Z�_tÉVU�»wo�¸/½DÀ ½¿Ê	»0i�É\Z/º¼½ � � U�À ½�i�Z Ì W�Í »¨ÉÝ»(½¿É\U�» Ì ¸MÉ\U�» Ì ¸WÉÝÀti¨¸	Í Ì Z�¹�»¨Í Z�_DW�¸MºÝÉÝÀtiPÍ»<½
i�Z	ÍÍÀ½ÝÀ[Z S1�

� U�»¡ÉVU�À º5¹�¸�WQW�ÍÀgi<¸WÉÝÀgZ S À ½�¸ Ì Z�¹�»¨ÍÍ À S Á�Z�_4WQ]�Í ½Ý¸MÉÝÀ S Á¶½\WQU�»<ºÝ»(½ � � ½+À½�½^U	ZAX S À S
` Å�d ÉVU�» º¼»¨Í ¸WÉÝÀgZ S ½ x0 = cosφ ¸ S ¹ xj = aj sinφ (j = 1, 2, 3) »<½DÉ¼¸�o�Í À ½\U�É\U�»sZ S » Ã
É\Z Ã Z S » i�Z/ºÝº¼»<½\W-Z S ¹�» S iP» u2 ↔ S3 _lZ/º+¸MÍÍ ] S À É�º5¸	¹�À ¸MÍtÊ	»0i�É\Z/º¼½

a ∈ S2 ¸ S ¹h_lZ/º+¸MÍÍ
W-Z/À S É¼½ (x0, x1, x2, x3) ∈ S3 À S Å/�"Ã ½\W�¸*iP» ��� Z!Z	º5¹�À S ¸WÉÝ»(½ xj(j = 1, 2, 3) _lZ	º Ì ¸
½^WQU�»¨º¼» Sφ

Z�_±º¼¸/¹�À[]#½ ρ = | sinφ|
�!n Z	ÉÝ»�ÉVU�¸WÉ4_lZ/ºÍÀ S »(¸Mº4X¿¸�Ê	»�»0m�]�¸WÉ¼À[Z S1È XeU�» S Q À S

z Ä	�Ä0{ À½%ºÝ»�W�Í¸*iP»(¹7o!p Q0 = −µ2u2 +Const
È _lZ/º Ì ]�Í ¸ z Ä	� �*{ À½ÜºÝ»�W�Í ¸�iP»(¹so�p φ = αzX�À ÉVUdÉ\U�» ½¼¸ Ì » α ¸/½TÀ S z Ä	� �*{�� Â�»PÉw]�½�½^UQZAX É\U#¸WÉ¡À S ÉVU�» ÍÀ S »<¸Mºwi<¸	½Ý» É\U�» ½\WQU�»<ºÝ»

Sφ
W	]�Í½¼¸WÉ¼»<½ �QRTS ¹�»<»<¹ È

Sφ
»�f1W�¸ S ¹�½¿É\Z S2 XeU�» S φ À S iPº¼»<¸	½Ý»<½ _¦ºVZ Ì

0 É\Z π/2 È É\U�» S
À Éai�Z S É¼º¼¸*i�É¼½AÉ\Z�ÉVU�»:W'Z	À S É�¸WÉ φ = π

� � _�ÉÝ»¨º�É\U#¸WÉsi�Z!Z	º5¹�À S ¸WÉÝ»(½ xj
i2U#¸ S Á/» ½DÀÁ S ½ È

xj = −ajρ
È _lZ	º π < φ < 2π

�rR É Ì »(¸ S ½�ÉVU�¸WÉ Sφ
É¼º¼¸ S ½"_¦»<º¼½+ÉVZ ÉVU�» Í»�_�ÉwZ	º¼À» S ÉÝ»(¹

½^WQU�»¨º¼» S−
φ
X�À ÉVUfÍgZ1i¨¸MÍ _¦º5¸ Ì » (−e1,−e2,−e3)

È À � » �
Sφ

ÉV]�º S ½�À S ½ÝÀ ¹�»7Z*]�É�É\Z S−
φ

�
� ]�ºÝÉ\U�»<º È W�¸/½Ý½ÝÀ S Á"ÉVU�ºVZ�]�Á*UwW-Z/À S É¸WÉ φ = 2π

È ½\WQU�»<ºÝ» S−
φ

É\]�º S ½ À S ½DÀ ¹�»LZ�]�É É\Z�À S À É¼À¸	Í
ºÝÀÁ�U-ÉxZ	º¼À » S É¼»<¹¡½\WQU�»<ºÝ» Sφ

� � U�À ½ W�º\Z1iP»(½Ý½ i¨¸ S o�»ei�Z S É¼À S ]�»(¹w]QW�É\Z�À S � S À É"p �Av » S Z	ÉÝ»
É\U�¸MÉ Ì ¸WÉÝº¼À[f�½\Z	Íg]�ÉÝÀgZ S un(φ, a) i¨¸ S o#» Á/»�Z Ì »¨ÉÝº¼Àgi<¸MÍÍ[p�ºÝ»�W�ºÝ»(½D» S ÉÝ»<¹�¸/½DU�»¨ÍÀ[f À S �	�"Ã
½^W�¸*iP»jZ
_<i�Z!Z/º¼¹�À S ¸MÉÝ»<½ En, a, z

È XeU�»<ºÝ»
a
W�Í ¸�p�½�¸�º\Z	Í»�Z�_ À Ì ¸	Á	À S ¸MºVp�¸
f�À½ �cR _<X »

i�Z Ì o�À S »¶ÉVU�»<½Ý»�É"XHZfºÝ»�W�º¼»<½Ý» S É¼¸MÉÝÀgZ S ½�� W	]�Í½¼¸WÉ¼À S Á�½\WQU�»<ºÝ»�¸ S ¹ U�»¨ÍÀti¨¸MÍ Ì ZMÉ¼À[Z S �
É\U�» S XÜ» Z�o�É5¸MÀ S ¸ Ì Z	ÉÝÀgZ S Z�_xW	]�Í½¼¸WÉ¼À S Á¶½^W	U�»¨º¼»¡¸MÍgZ S Á�ÉVU�» U�»¨ÍÀ&f � � U�À½"À½NiPÍgZ/½Ý»AÉ\Z
É\U�»LWQU�» S Z Ì » S ¸<XeU#¸WÉ À½xZ*o�½D»<ºÝÊ/»<¹AÀ S É\U�»	�xZMÉ¼¸�W-ZWÊ�
 ½ U�»<¸MÉÝÁ	» S »¨º5¸WÉVZ	ºH` �0dî��� Z Ì À S ½ �!p
` �Ad ½\UQZAX ½�É\U�¸MÉ�¸ S ¸*i�i¨»¨Í»¨º5¸WÉÝÀgZ S Z
_eX¿¸WÉ¼»¨º¡ºVZMÉ5¸WÉÝÀgZ S À S � Z	É¼¸�W-ZWÊ�
 ½�U�»<¸MÉÝÁ/» S »<º¼¸MÉ\Z	º
Í »(¸	¹�½tÉ\Z+É\U�» ¸	ºÝÀ ½DÀ S Á�¸+½Ý»�m�]�» S iP» Z
_	o	]QoQo�Í»<½ ¸MÍgZ S Á<U�»<Í Àti¨¸	Í�½DÉÝº¼»<¸ Ì Í À S »<½ ��� ]�º¼À S Á"ÉVU�»
Ì ¸ S psi�p!i¨Í »(½DZ
_1»�f�ÉÝ» S ½DÀgZ S ¸ S ¹:i�Z S É¼º¼¸*i�É¼À[Z S Z�_$o	]QoQo�Í»<½ ¸�WQ]�Í ½¼¸WÉÝÀ S Á¡Íg] Ì À S »<½ViP» S iP»
X�À ÉVU ½öÉ5¸
o�Í»aW#»<ºÝÀgZ�¹�Àgi¨À É"p�¸
WQW�»<¸	º¼½TÀ S »<¸*i2U oQ]	oQo�Í» � � U�» Ê�Z	ºÝÉÝÀti¨¸	Í º\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S Z�_ÜÉVU�»
X ¸MÉÝ»¨º
Í»<¸/¹�½ ÉVZA»�f�ÉÝº5¸�i�Z SQS »�iPÉÝÀgZ S ½xo�»PÉ"X »¨» S É\U�»�W#¸MºÝÉÝÀtiPÍ»<½ È À S W�¸	ºDÉ¼Àgi�]�Í ¸Mº È É\ZTÉ\U�ºÝ»<» Ã
W�¸MºÝÉÝÀtiPÍ»,i�Z	ÍÍÀ½ÝÀ[Z S1È _lZ	ºA»�f�¸ Ì W�Í » È ¹�»�]�ÉÝ»¨ºVZ S�Ã W�ºVZMÉVZ S�Ã »¨Í»�iPÉÝºVZ S1� � U�À ½TºÝ»(¸�iPÉÝÀgZ S Í»<¸/¹�½
É\Z É\U�»AÀ S i¨ºÝ»(¸	½ÝÀ S ÁsZ
_xZ�]�É\WQ]�É » S »¨º¼Á�p À S É\U�»��xZ	É¼¸
W'ZWÊ�
 ½LU�»<¸WÉ¼Á	» S »¨º5¸WÉVZ	º �
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� ºVZ Ì É\U�»T½\Z	ÍÀ ¹¶½DÉ¼¸WÉ¼»"ÉVU�»�Z/º\p À É�À½	� S ZAX S É\U�¸MÉLZ S »+É\]�º S ¸�o-Z*]�É�½^Z Ì »

a
Ã ¹�ÀºÝ»0i�ÉÝÀgZ S

À S �	�"Ã ½\W�¸*iP»hi¨¸ S o#» º¼»�W�Í ¸�i¨»<¹ o�pdÉVU�º¼»¨»�½D»0m�]�» S ÉÝÀ ¸MÍ ÉV]�º S ½7o!p ÉVU�» Ë ]�Í»¨º ¸ S Á	Í»<½
ψ1, θ, ψ2

¸�o-Z*]�É,o�¸	½ÝÀ ½�Ê/»�iPÉ\Z	º5½
e3, e1, e3

È ºÝ»(½^W�»�iPÉÝÀÊ	»¨Ígp ��� U�» ½¼¸ Ì »¶ÉV]�º S i<¸ S o�»
¹�»¨º¼À Ê/»<¹ko!p�ÉÝº5¸ S ½"_lZ/º Ì ¸WÉ¼À[Z S

b → UbU∗ Z
_+¸	º\o�À É¼º¼¸	º\pfÊ	»�iPÉ\Z/º
b =

∑3
j=1 bjHj

È
XeU�»¨º¼»a] S À É¼¸MºVp 2 × 2

ÃîÌ ¸WÉÝº¼À[f U ∈ SU(2)
�	� À S i¨» Ì ¸WÉÝº¼À[ff½^Z/Í[]�ÉÝÀgZ S u2(φ, a) À½TÀ S

É\U�»�Z S » Ã É\Z Ã Z S »/i�Z	º¼ºÝ»(½^W'Z S ¹�» S i¨»<X�À É\U SU(2) ` Å
dîÈ É\U�»wi�Z Ì W�¸Mº¼À ½^Z S Z
_ Ì ¸WÉÝº¼ÀtiP»<½

U =

(

f g
−ḡ f̄

)

, u2(φ, a) =

(

cosφ+ ia3 sinφ (−a2 + ia1) sinφ
(a2 + ia1) sinφ cosφ− ia3 sinφ

)

Á	ÀÊ	»<½ÜÉVU�»AºÝ»<Í¸MÉÝÀgZ S f = cosφ+ ia3 sinφ, g = (−a2 + ia1) sinφ.R É _lZ/Í ÍgZAX ½ _¦ºVZ Ì `�� dîÈ W �Ä � �TÉVU�¸WÉ

|f | = cos(θ/2), |g| = sin(θ/2), arg(f) = (ψ1+ψ2)/2, arg(g) = (ψ1−ψ2+π)/2.

n ZAX X »7i¨¸ S »<¸/½DÀÍgpjZ*o�É¼¸	À S ÉVU�» ºÝ»<Í¸MÉÝÀgZ S o�»PÉ"X »¨» S É\U�» Ë ]�Í»¨ºT¸ S Á	Í»<½"¸ S ¹�ÉVU�» W#¸ Ã
º¼¸ Ì »¨ÉÝ»<º¼½ Z
_ Ì ¸WÉ¼ºÝÀ[f ½\Z	Íg]�ÉÝÀgZ S u2(φ, a) À S É\U�»Y_lZ/º Ì

tan
ψ1 + ψ2

2
= a3 tanφ, tan

ψ1 − ψ2

2
=
a2

a1
, tan

θ

2
=

√

1 − a2
3

√

a2
3 + cot2 φ

.

� Z	Íg]�ÉÝÀgZ S u2(φ, a) ¹�»<½ViPº¼À[o�»<½�É\U�»�ºVZMÉ5¸WÉ¼À[Z S ¸
o'Z�]�É
a

Ã ¹�ÀºÝ»0i�É¼À[Z S o!p ¸ S Á	Í» 2φ
È ÉVU�»

½Ý¸ Ì »+É\]�º S o�p 2φ À½H_lZ*] S ¹�¸A_�ÉÝ»<ºLW#»<º^_lZ/º Ì À S Á ½Ý»�m�]�» S ÉÝÀ ¸MÍ#É\]�º S ½Lo!p�É\U�» Ì » S É¼À[Z S »<¹
Ë ]�Í»¨º ¸ S Á/Í »(½ ψ1, θ, ψ2

� � Z/Í[]�É¼À[Z S u2
U�¸	½t¸ º¼» Ì ¸Mº��W¸
o�Í»DW�ºVZ�W�»¨ºÝÉ"p È�S ¸ Ì »¨Ígp È

u2(φ, a)
È

o#»<À S Á�¹�»0i�Z Ì W'Z/½Ý»<¹¶À S É\Z�É\U�»"ÉVU�ºÝ»<»�½\Z	Íg]�É¼À[Z S ½ u2(φaj , ej)
È Á/À Ê/»<½ ¸ S »�m�]�ÀÊ�¸	Í » S É À S�Ã

ÉÝ»¨º2i2U�¸ S Á	»(¸
o�ÀÍ À É"p�o�»PÉ"X »¨» S É\U�»7XeUQZ	Í»¡ºVZMÉ5¸WÉÝÀgZ S ¸�o-Z*]�É"Ê	»0i�ÉVZ	º
a
o�p ¸ S Á	Í» 2φ ¸ S ¹

É\U�º¼»¨» ½DÀ Ì ]�Í É¼¸ S »�Z*]�½tº\Z	É¼¸WÉ¼À[Z S ½�¸�o-Z*]�É i�Z!Z	º5¹�À S ¸WÉÝ»%Ê	»�iPÉ\Z/º¼½
ej
o!pA¸ S Á/Í »(½ 2φaj

�Aq ZAX Ã
»¨Ê	»<º È ÉVU�À½�À S ÉÝ»¨º2i2U�¸ S Á	»(¸
o�ÀÍ À É"p�É¼¸��	»sW�Í¸*iP» À S É\U#¸WÉ Ì »(¹�Àg] Ì È XeU�»¨º¼» »<¸�i2U _¦º¼¸*i�ÉÝÀgZ S
i¨¸ S U�¸�Ê/»�À S ¹�»�W#» S ¹�» S É Ì Z	ÉÝÀgZ S1È À � » � À S ÉVU�»�W�Í ¸	½DÉÝÀti Ì ¸MÉDÉ¼»¨º �
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