
���������	�
������������������	���������������������������� ��!#"$�%!&�'!)(+*��,�� �
-.�/��*��0��132546*��078�:9�2�;&2:<:<�=�;�>?�����	�A@CB3D�E	@CDCB
F© @CGCG�DIH�J FLK8M:N)O3P.Q�R8RTSVU?W3X @ZY[B�@ X @]\:^ N)M`_�a	Q�R8RTSbU BCc�dZY W�eTU GIf M8g)N)M J

hji klhnm�oqpsrutvmwt#xzy hn{ x}|�~ ruo���k�{�hn� x�|�~
{�hn�5�zx�|5�vhn���5~�� ~V���5~�i5��{�h�� m�~�� xzy5��~
~��n�5pzx�t%hni�k 1

�����6�0�.���.���A�0�6 '¡
¢¤£T¥	¦:£T§©¨vª¬«®�¯±°/ª¬§�²´³?�ª¬µ[¶
·¹¸	º´»¸:¼�½C¾¿¾LÀÁº3�#Â	Ã�Ä�¸TÅ�Æ:¸�Ç�È�ÉÊ¾¿Ë:Ì�Í`Î8Ï	Ï�Ã8Ë±¸`ÀÁÇ�ÉÐ¸
�
ÑÓÒÔ¸	É ÊÓÕ&Ö3×�Ø	ÙvÖTÚ8Û�ØTÜ¿ÝÁÞ	ß

à/á�â�á�ã ä?á�åçæZá�è´éêá�ëíì3á�î�ïñð�ò`ïÁóÁó?ô?õ�îöá÷äZã øöá�åçùvú�ä?á�ëíì3á�î�û?ò`ïLóñóñô�õ�èCü´ìCý ã øöþCá�å0úñÿ´ý ã ÿ´á��������ñò�ïLóñó?ð

�
	������������ R f g��CP��:N)g N®_�� f�� _©K J � f�� M! :P ^ �"�CPCg �8Jl\:^©f �8g J$#&%('*),+.-�%0/1�fC^ _©K J2�Ðf��:^ _©K Y
f´^  Jñ^234#  J M Y�58f76 g JÁ^ _�� \�J J789� PZ_©N f M %

x(4) = q(t)|x|p sgn x
N % N)M�� J$% _©N;:�P´_ J  <�9� �=%÷Y

N)M=:�_©K J>89� P % N g)N)M J P ^ N;?�P´_©N f M \	^©f F J$%@%$ACB J&#If  :N � � _©K JIJ789� P´_©N f M _ f P 89� P % N Y g)N)M J P ^D�ÐfC^�#
x(4) − k4x = Fk(t, x)

�fC^ �CP ^ N f��=% �3P´g �:J$%
f��
k
AFE.�:^ F f M % NG Jñ^ P´_©N f M % P ^©J �8P %�J  f M�P � P´Fñ_

_©K8P´_%_©K JH#If  	N;I J  89� P % N Y g)N)M J P ^¹\	^©f �:g JJ# K8P % P %�f g � _©N f M f�� _©K JH% P #IJ$f�% F?N)g g PZ_ fC^ �I_K� \�J P %
_©K J g N)M J P ^
\ P ^ _

x(4) −k4x
K8P %$A�B JL% K f76 _©K�PZ_ f´^ N�:CN)M�PCg \	^©f �:g JJ# N)M %�f�#IJ F�P %�J$% PCg %�f K�P %

P %�f g � _©N f M f��  J I�M:N)_ J _K� \�J PCMF JJ% _LP��8g)N % K %@��M F?N J M`_¿F f M! 	N®_©N f M %.�fC^N#O� g®_©N \ g JN%�f g � _©N f M %f�� _©K J :CN;� J M )P+�-CA
Q1R�S<TOU!V�WCX�YZ8�� P % N Y g)N M J P ^�J789� PZ_©N f M/a 8�� P % N)g)N)M J P ^ N�??P´_©N f M�a

i
Y M f M ^©J$%�f M�P´MT_6g)N)M J P ^]\ P ^ _�a

i
Y _K� \�J�%�f g � _©N f M

[H\1]F^L_!`�a�bOcDde_gf�aL^

h�i�É¾6È�¸	È/½Cº.ÉÐ¾6¼�½CÇ�j	ÀÁ½C¼ ÀJj ÀJi�½lkej	Ågm/¼�¸TºJnlÇ`¸	Ê Å�½¤È�ºJj�k�Ê½´Òporq�Ì.·.s�t*j:º.ÀJi�½>t*j:Å�ºLÀJi�Ñ
j	º?¼�½´º¿�$ÒÔ¼�½�m�Ñvu�j9w+Ê ½Cº¿À�n�È/½I½�x:Å/¸`ÀÁÉyj�m/¾

{

x(4) = q(t) |x|p sgnx,

x(0) = x′(0) = 0 = x(1) = x′(1),

oLÂ	�Â�s

w�i�½´ºñ½
p > 1

Ã
t ∈ I := [0, 1]

Ã
q(t) ∈ C(I, (0, +∞))

��zw½ ÉGm�Ç:½C¾LÀÁÉÆ:¸`Àñ½
À{i�½�¾{j	ÊÇ`¸�k�ÉÊÉ À�n<j�tIÈ�ºJj�k�Ê½´Ò|o©Â:� Â�s}w+É ÀJi�ºñ½C¾ÁÈ/½�~�ÀÔÀ{j À{i�½wÇ�¸	Ê Å�½C¾�j�t

p
¸�m�¼ È�ºJj`Ç	½

½C¾LÀÁÉÒ�¸TÀÁ½3¾�j�t�ÀJi�½.töÅgm�~ZÀÁÉyj�m
q(t)

k!n Å�¾ÁÉGm�Æ.ÀJi�½A¾0j�~´¸	Ê Ê½C¼�x8Å�¸	¾ÁÉÊ Éym�½C¸	ºÁÉy�C¸TÀÁÉyj�m È�º{j�~Z½3¾Á¾C�
¡6Å�ºI¸TÉÒ5É¾�ÀJj(j�k�À?¸TÉym ¾ÁÅ��
~ZÉ½�m8À>~�j=m�¼�É ÀÁÉyj�m�¾�t*j:º�½���É¾LÀÁ½�m�~Z½}j�t�Ò'Å�Ê ÀÁÉÈ�Ê½Ô¾0j:Ê Å�ÀñÉGj=m�¾
1 H K:N %�6¹f´^ O 6 P % P� =�TN %�J  "�9� \	^©f��KA�5,A R	P� �� ^ �8P J � ' QÓM % _©N)_ � _ J f���� P´_©K JJ# P´_©N)F % P´M! 
� f�#I\F� _ Jñ^ RTF?N J M8F J a1�çM8N;� Jñ^�% N®_�� f��(� P´_��TN P / a'N®_ 6 P %"%@�8\:\�fC^ _ J  ��9��_©K J�\:^©f��÷J FÁ_
�����O�0�=�,�������P�@�����g�J���=���C�!�������G�9� �0���������J������¡�¢�A



����� ���	� ²´³�
�£����²Z°����
j�t&¼�É���½CºÁ½�m:À
À�n�È�½C¾$À{j]À{i�½AÆ	ÉÇ	½�m�m�j�m�ÊÉGm�½C¸Tº
È�º{j=k�Ê ½CÒ oLÂ	�Â�s���¡6Å�º�~�j=m�¾ÁÉ¼�½Cºñ¸TÀÁÉyj�m�¾
¸	ºÁ½
k�¸	¾Á½C¼ j=m�À{i�½lj:¾J~ZÉÊÊ¸TÀÁÉyj�m À{i�½�j	ºJn kFn�Ë%½´ÉÆ�i8À{j=m�¸�m�¼��A½�i/¸TºñÉ��Â��,t*j	º�Ê Éym�½C¸	ºNt*j:Å�ºLÀJi�Ñ
j	º?¼�½´º ¼�É��v½´ºñ½�m8ÀÁÉÐ¸TÊ6½�x8Å�¸TÀÁÉyj�m�¾C� z ½�Æ	½�m�½´º?¸TÊÉG�C½�È�ºñ½´Ç�ÉGj:Å�¾ÁÊGn j�k�À?¸TÉym�½C¼ Ò'Å�Ê ÀñÉ È�ÊÉ ~ZÉ À�n
ºÁ½3¾LÅ�Ê Àñ¾&o[¾L½C½�� � Ã���Ã�Î�� sLt*j:º�mgj�m�Ñ�¸TÅ�À{j�m�j	Ò}j	Å�¾ç�$ÒÔ¼�½�m�Ñvu�j9w+Ê ½Cº¿À�n�È/½I½�x:Å/¸`ÀÁÉyj�m/¾´�

��\�� c! #"!f%$0f0^!&' �`�f)(* ,_gf�aL^,+ `ga�d-&."/"

¡6Å�ºAÉym:Àñ½�m8À.ÉÐ¾+ÀJjÔºÁ½3¼�Å�~Z½]ÀJi�½>j:ºÁÉÆ	Éym�¸TÊ m�j�m�ÊÉGm�½C¸Tº.È�º{j=k�Ê½´Ò oLÂ	�Â�s�ÀJj ¸
x8Å�¸	¾ÁÉ ÑÓÊÉGm�½C¸Tº
j�m�½ ¸�m�¼ ÀJj È�ºJj`Ç	½ À{i�¸TÀOkejTÀ{iw½�x8Å�¸TÀÁÉyj�m�¾�¸Tºñ½ ½�x8Å�ÉÇ`¸TÊ½�m8À6Éymw¾{j	Ò�½'¼gj	ÒÔ¸TÉym

Ω
oê¾Á½´½

h±¸�k�Ê ½�Â�s��

021/3-4 R65/798.� P % N)g)N)M J P ^ N�??P´_©N f M \:^©f F J$%@%$A
M f M8g)N)M J P ^�\	^©f �:g JJ#

x(4) = q(t) |x|p sgn x,

x(0) = x′(0) = 0 = x(1) = x′(1)

m
89� P % N Y g N)M J P ^0\:^©f �8g J$#

(L4x)(t) := x(4) − k4x = F (t, x),

x(0) = x′(0) = 0 = x(1) = x′(1),
Ω = {(t, x) : 0 ≤ t ≤ 1, |x| ≤ N}

(L4x)(t) − M f M Yö^©J$%�f M�P´MT_
F, Fx ∈ C([0, 1] × R, R),

max
Ω

˛

˛F (t, x)
˛

˛ = M

⇓

x :%;�<>=@? A�B ? C�D (t) =

1
Z

0

G(t, s)F (s, x(s)) ds,

|x :%;E<>=F? A�B ? C�D (t)| ≤ Γ M

max
0≤t,s≤1

|G(t, s)| = Γ

�vt
F

É¾�~�j=m:ÀñÉGm�Ågj:Å�¾'¸	ÊGj=m�Æ w+É À{i
Fx

Ã
F

ÉÐ¾lkej	Å�m�¼�½C¼ ÉGm
Ω

¸�m/¼ ¸�ÊÉGm�½C¸Tº¤È�¸TºÁÀ
(

L4x
)

(t) := x(4) − k4x
ÉÐ¾&mgj=m�ÑÓºñ½C¾{j�m/¸�m8À}oöÀ{i�¸TÀ É¾IÀ{i�½Ôºñ½C¾ÁÈ/½�~�ÀñÉ Ç:½�igj	Ò}j	Æ:½�m�½�j	Å�¾

È�º{j=k�Ê½´Ò (

L4x
)

(t) = 0
Ã w+É ÀJi kej	Å�m�¼�¸TºJn ~�j=m�¼�É ÀÁÉyj�m�¾�j�t�oLÂ	�Â�sOi�¸:¾Oj=m�Êyn�À{i�½ ÀñºÁÉÇ8Ñ

É¸	Ê.¾0j:Ê Å�ÀÁÉyj�m�sZÃ$À{i�½�m�¸ Ò}j�¼�É�G�½C¼ x8Å�¸:¾LÉ ÑÓÊÉym�½C¸	ºÔÈ�º{j=k�Ê½´Ò�ÉÐ¾ ¾{j	ÊÇ`¸�k�Ê½	�$�÷À?¾ ¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m
x H ü��ñøöã I ý ã ÿKJ (t) ~´¸�m1k�½�w+ºÁÉ ÀLÀñ½�m ÉGm¤À{i�½�Éym8ÀÁ½CÆ	º?¸TÊFt*j	ºñÒ}¸�m�¼�~´¸�mlk�½¿½C¾LÀÁÉÒ�¸TÀÁ½3¼¤¸:¾í¾{igj9w�m
ÉGm hí¸�k�Ê½ Â	�

G(t, s)
ÉÐ¾�ÀJi�½ML�ºñ½´½�m.N ¾}töÅ�m�~�ÀñÉGj=m t*j	ºÔÀJi�½�ºÁ½3¾LÈ�½�~ZÀÁÉÇ	½ igj:Ò}j	Æ	½�m�½�j:Å�¾

È�º{j=k�Ê½´Ò (

L4x
)

(t) = 0
w+É À{i À{i�½&k�j:Ågm�¼�¸	º{n ~�j�m�¼�É ÀñÉGj=m2j�t±È�ºJj�k�Ê½´Ò o©Â	�Â�sZ�

�vt¹¸�mlÉym�½�x8Å�¸	Ê É À�n
ΓM ≤ N

o � �Â�s
igj	ÊÐ¼�¾�oöÀ{i�¸TÀ±ÉÐ¾´Ã ∣

∣x H ü��ñøöã I ý ã ÿKJ (t)∣∣ ≤ N
svÀ{i�½�mIÀ{i�½�¾0j:Ê Å�ÀÁÉyj�m�j�t�À{i�½Lx8Å�¸	¾ÁÉ ÑÓÊÉGm�½C¸Tº#È�º{j=k�Ê ½CÒ

É¾íÊyj!~C¸`Àñ½C¼ Éym ÀJi�½+¼�j	ÒÔ¸	ÉGm1j�t�½�x:Å�É Ç`¸TÊ½�m�~Z½
Ω

Ã3À{i�½´ºñ½�t*j	ºñ½�É À
¸TÊÐ¾0j�¾0j:Ê Ç:½C¾%À{i�½�mgj=m�ÊÉGm�½3¸Tº
È�º{j=k�Ê½´Ò �gh�i�Å�¾�wç½>~C¸�m È�ºJj`Ç	½6À{i�½ ¾{j	ÊÇ`¸�k�ÉÊ É À�n�j�tíÀ{i�½&j	ºñÉ Æ:ÉGm�¸	ÊvÈ�º{j=k�Ê½´Ò oLÂ	�Â�s��

�vt�Éym�½�x8Å�¸	Ê É À�n2o � �Â�síÉÐ¾�töÅ�Ê�G�ÊÊ ½3¼1w�½�w+ÉÊ Ê�¾ñ¸�n&t*j:ºHk�ºÁ½CÇ�É À�nIÀJi�¸`À m�j�m�ÊÉGm�½C¸Tº
È�º{j=k�Ê ½CÒ
o©Â	�Â�s¿¸	Ê Êyj9wA¾Lt*j	ºNx8Å�¸:¾LÉÊ Éym�½3¸TºñÉG�3¸`ÀÁÉyj�m2w+É ÀJi ºÁ½3¾LÈ�½�~ZÀ+À{j�À{i�½IÊ Éym�½C¸	º+È�¸TºÁÀ (

L4x
)

(t) :=

x(4) − k4x
¸�m�¼lÀJi�½ ¼�j	ÒÔ¸	ÉGm

Ω
�

O Å�È�Èej:¾Á½�À{i�¸TÀ�ÀJi�½&j	ºñÉÆ	Éym�¸TÊvÈ�ºJj�k�Ê½´Ò oLÂ	�Â�s�¸TÊÊyj9wA¾�t*j:ºNx8Å�¸	¾ÁÉ ÊÉym�½C¸	ºÁÉy�C¸TÀÁÉyj�m
w+É À{i
ºÁ½3¾LÈ�½�~ZÀ.À{j ¸ ¼�É��v½´ºñ½�m8À6ÊÉGm�½C¸Tº6È�¸TºÁÀ (

l4x
)

(t) := x(4) − r4x
¸�m�¼�¼�É���½CºÁ½�m8À�¼�j:Ò�¸	ÉGm
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021/3-4 R���798.� P % N)g)N)M J P ^ N�??P´_©N f M PCMF � 	N�� JÁ^©J M`_ %�f g � _©N f M %$A

M f M:g N)M J P ^0\:^©f �8g J$#
↙ ↘

89� P % N Y g N)M J P ^0\:^©f �8g J$# ' U /
x(4) − k4x = F1(t, x),

x(0) = x′(0) = 0 = x(1) = x′(1),
Ω1 = {(t, x) : t ∈ I, |x| ≤ N1}

8�� P % N Y g)N M J P ^0\	^©f �8g J$# 'ê@�/
x(4) − r4x = F2(t, x),

x(0) = x′(0) = 0 = x(1) = x′(1),
Ω2 = {(t, x) : t ∈ I, |x| ≤ N2}

⇓ ⇓
(t, x1(t)) ∈ Ω1 (t, x2(t)) ∈ Ω2

oê¾Á½´½Dhí¸�k�Ê½ � s��	ÄOj�½C¾
ÀJi�¸`À�Ò�½C¸�m ÀJi�¸`ÀçÀ{i�½Nj:ºÁÉÆ	Éym�¸	Ê�È�º{j=k�Ê½´Ò i�¸	¾$¸�mgjTÀJi�½´ºç¾0j:Ê Å�ÀñÉGj=m&Ã
ºÁ½CÇ	½C¸	Ê ½3¼<kFn ÀJi�É¾ x8Å�¸	¾ÁÉÊ Éym�½C¸	ºÁÉy�C¸TÀÁÉyj�m ���@m w�i�¸TÀ t*j	ÊÊyj9wA¾�wç½�ÀÁºJn�ÀJj�¸�m�¾0w�½´º À{i�ÉÐ¾
x:Å�½C¾LÀÁÉyj�m&�

!�\#"Na�cN`�_%$�&�' `�b &�` � c  "!f(&�)lf{^ &' �` + `ga* $)&,+ "

�Lj�m�¾ÁÉ¼�½´ºA¸}x8Å�¸	¾ÁÉ Ñ÷ÊÉGm�½3¸Tº�È�ºJj�k�Ê½´Ò
{

x(4) − k4x = F (t, x),

x(0) = x′(0) = 0 = x(1) = x′(1).

o ���Â�s

O Å�È�Èej:¾Á½]À{i�½�t*j:Ê Êyj9w+Éym�Æ�~�j�m�¼�É ÀñÉGj=m�¾+¸Tºñ½I¾Á¸TÀÁÉÐ¾)G�½3¼#Õ
- �/.%0

F
¸�m�¼

Fx

¸	ºÁ½&~�j=m8ÀÁÉym8Å�j	Å�¾LtöÅgm�~ZÀÁÉyj�m�¾21 - �4350
F (t, 0) ≡ 0

1
- ��670

k > 0
¸�m�¼

cos k cosh k 6= 1
1 - �98�0

k4 +
∂F (t, x)

∂x
> 0

�
�Lj�m�¼�É ÀÁÉyj�m - ��670 ÉÒ�È�Ê É½C¾�À{i/¸`À ¸�Ê Éym�½C¸	º�È�¸	ºLÀ (

L4x
)

(t) := x(4) − k4x
ÉÐ¾

mgj�m�Ñ÷ºñ½C¾{j�m�¸�m:À w+É À{i�ºñ½C¾ÁÈ/½�~�À�ÀJjqÀ{i�½�Æ	ÉÇ	½�m kej	Ågm/¼�¸TºJn ~�j�m�¼�É ÀÁÉyj�m/¾�ÉGm o ���Â�sZ�.�AÊÊ
È�º{j:È/½Cº.Ç`¸TÊÅ�½3¾Dj�t

k
t*j	ºñÒ�À{i�½ Éym:Àñ½´ºñÇ`¸TÊÐ¾Dj�t mgj�m�Ñ÷ºñ½C¾{j�m�¸�m�~Z½

(0, k1), (k1, k2), . . . ,

(kn, kn+1), . . .
Ãgw�i�½´ºñ½

cos kn cosh kn = 1
Ã
n = 0, 1, 2, . . .

Ã
k0 = 0

�
¡6Å�º1~�j�m�¾ÁÉ¼�½´º?¸`ÀÁÉyj�m/¾'¸Tºñ½
k�¸:¾L½3¼"j�m À{i�½ j:¾J~ZÉÊ ÊÐ¸`ÀñÉGj=m�À{i�½�j	ºJn kFn Ë%½´ÉÆ�i8À{j=m�¸�m�¼

�A½�i/¸TºñÉ � Â � t*j	º¿À{i�½�t*j	Å�ºÁÀ{i�Ñvj	º?¼�½Cº�ÊÉym�½C¸	ºA¼�É��v½´ºñ½�m8ÀñÉ¸	Ê#½�x8Å�¸`ÀñÉGj=m�¾�j�t±À{i�½�t*j:ºÁÒ

x(4) − p(t)x = 0, p(t) > 0.
o ��� � s

�vt¤ÀJi�½"~�j�½��
~ZÉ½�m8À?¾
ki

¸�m�¼
kj

o
i 6= j

s k�½´Êyj�m�Æ�À{jq¼�É��v½´ºñ½�m8À�ÉGm8Àñ½´ºñÇ�¸	Ê¾ j�t1mgj=m�Ñ
ºÁ½3¾0j=m�¸�m�~´½�À{i�½�m�ÀJi�½�¾0j:Ê Å�ÀñÉGj=m�¾2j�t ÀJi�½wºñ½C¾ÁÈ�½�~�ÀñÉ Ç:½�È�ºJj�k�Ê ½CÒ�¾2i�¸�Ç:½w¼�É���½CºÁ½�m8À j8¾©Ñ
~ZÉÊ ÊÐ¸`ÀJj	ºJn È�º{j:È/½CºLÀñÉ ½3¾´�Fzw½�~´¸�m ÉÊ ÊÅ�¾LÀÁº?¸`ÀÁ½6À{i�É¾Ltê¸�~ZÀ�~�j�m�¾ÁÉÐ¼�½´ºñÉGm�Æ'¸���¸	Å�~$i!n¤È�º{j=k�Ê ½CÒ

{

x(4) − k4x = 0,

x(0) = 0, x′(0) = 0, x′′(0) = A, x′′′(0) = −B,

o ��� �=s

w�i�½´ºñ½
A

Ã
B

¸Tºñ½�¾0j:Ò�½ Èej:¾ÁÉ ÀÁÉÇ	½(m�Å�Òlk�½´º?¾´� uíÉÆ	Å�ºñ½�Â È�ºÁ½3¾L½�m8Àñ¾ À{i�½�¾0j:Ê Å�ÀñÉGj=m�¾}j�t
È�º{j=k�Ê½´Ò o ��� �=sLt*j:º.¼�É���½CºÁ½�m:ÀAÇ`¸	Ê Å�½3¾�j�t

k
töºJj	ÒnÀJi�½ G�º?¾LÀ.¸�m�¼lÀ{i�½'¾L½�~�j�m/¼lÉym8ÀÁ½CºÁÇ`¸TÊÐ¾

j�t�mgj�m�Ñ÷ºñ½C¾{j�m�¸�m�~Z½:�



��� Ï ���	� ²´³�
�£����²Z°����

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0.02

P /
0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

� /

��������V�R 5/7 R f g � _©N f M %6f��0\:^©f �8g J$# ' W A W /l'
α = 1, β = 5.6

/N�ÐfC^  :N � Jñ^©J M`_O�3P´g �8J$%
k 	 P /

k ∈ (0, k1),
� /

k ∈ (k1, k2)
A

�vt#À{i�½Om8Å�Òlk�½´º?¾
ki

¸�m�¼
kj

k�½´Êyj�m�Æ À{j¤¼�É��v½´ºñ½�m8À�ÉGm8ÀÁ½CºÁÇ`¸	Ê¾$À{i�½�mÔÀ{i�½6Ê Éym�½3¸Tº0È/¸TºÁÀñ¾
x(4) − k4

i x
¸�m�¼

x(4) − k4
j x

i�¸�Ç	½�¼�É��v½´ºñ½�m8À�À�n�È/½3¾�j�t�mgj�m�ÑÓºñ½C¾{j�m�¸�m�~Z½:��z ½�¼�½�G�m�½]¸�m
i
Ñvmgj=m�ºÁ½3¾0j=m�¸�m�~Z½�j�t%À{i�½�Ê Éym�½3¸Tº�È�¸TºÁÀ�oêÉ[� ½	�!mgj=m�ÑÓºñ½C¾{j�m/¸�m�~´½�j�t

i
ÑÓÀ�n8È�½�s$Å�¾ÁÉGm�Æ�¸>m�jTÀÁÉyj�m

j�tíÀ{i�½>~�j�m�
©Å�Æ8¸`Àñ½6Èej	Éym8À � Â �Ó�
������������������������}Èej	Éym8À

η > 0
ÉÐ¾�~´¸TÊÊ½C¼�¸ �E�`°! �¥	¦:£Tµ÷².¨��`ª¬°/µ�t*j:ºAÀJi�½'Èej	Éym8À

t = 0
Ã

É�tíÀ{i�½CºÁ½]½���ÉÐ¾LÀñ¾A¸�mgj=m:ÀñºÁÉÇ�É¸	Ê#¾0j:Ê Å�ÀñÉGj=m
x(t)

j�t%À{i�½I½�x8Å�¸`ÀñÉGj=m o ��� � s¿¾ÁÅ�~$ilÀ{i�¸TÀ

x(0) = x′(0) = 0 = x(η) = x′(η).

������������������#"$��h�i�½AÊÉym�½C¸	º0È�¸	ºLÀ (

L4x
)

(t) := x(4) −k4x
ÉÐ¾�~C¸TÊÊ ½3¼

i% ° �T°�³Á²Z �`°�£T°�µ
w+É ÀJilºñ½C¾ÁÈ/½�~�À¿À{j ÀJi�½�k�j:Ågm�¼�¸	º{n
~�j�m�¼�É ÀÁÉyj�m/¾çÉym o ���Â�sZÃ�É�t±À{i�½CºÁ½]¸Tºñ½�½���¸�~ZÀÁÊyn

i
~�j=m�
©Å�Ñ

Æ:¸`Àñ½]È�j:ÉGm8Àñ¾¿Éym À{i�½IÉym8ÀÁ½CºÁÇ`¸TÊ
(0, 1)

¸�m�¼
t = 1

ÉÐ¾�mgj	ÀA¸�~�j�m&
©Å�Æ:¸TÀÁ½�È�j:ÉGm8ÀC�
�vt$À{i�½ ÊÉGm�½3¸Tº]È�¸	ºLÀ?¾

x(4) − k4
i x

¸�m/¼
x(4) − k4

j x
i�¸�Ç	½ ¼�É���½CºÁ½�m:À�À�n�È/½3¾�j�t�mgj=m�Ñ

ºÁ½3¾0j=m�¸�m�~´½Ow�½I¾Á¸�n}t*j:º�k�ºñ½´Ç�É À�n À{i�¸TÀ+À{i�½�nl¸Tºñ½�½C¾ñ¾L½�m:ÀñÉ¸	Ê Êyn ¼�É��v½´ºñ½�m8ÀC�
�Nj9w w�½]Æ	ÉÇ	½]¸Ô¼�½�G�m�É ÀñÉGj=m2j�t¹¸�m

i
ÑÓÀ�n�È/½I¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m j�tíÀ{i�½>x8Å�¸:¾LÉ Ñ÷Ê Éym�½C¸	ºçÈ�º{j=k�Ê ½CÒ

ÉGm�¸�¾LÊÉÆ�i8ÀÁÊyn ¼�É���½CºÁ½�m8À�t*j	ºñÒjÀ{i�¸�m É ÀNw¿¸	¾¿¼�j=m�½]ÉGm � � Ã � �÷�
������������������#'$�

ξ(t)
É¾¿£`°

i
��µÓ¶ñ¨�²ç �`« ¥�µ[ª �T°Oj�t�À{i�½�x8Å�¸	¾ÁÉ Ñ÷ÊÉGm�½3¸Tº&È�º{j=k�Ê ½CÒ o ���Â�s&É�t�t*j:º

¾LÒÔ¸TÊÊ&½�mgj	Å�Æ=i
α, β > 0

À{i�½'¼�É���½CºÁ½�m�~Z½
u(t; α, β) = x(t; α, β) − ξ(t)

i�¸:¾A¸`ÀAÒ}j8¾©À
(i + 1)

�´½Cº{j:¾�Éym ÀJi�½IÉym:Àñ½´ºñÇ`¸TÊ
(0, 1]

or~�j	Ågm8ÀÁÉym�Æ�Ò'Å�Ê ÀñÉ È�ÊÉ ~ZÉ ÀÁÉ½C¾$s�Ãgw�i�½CºÁ½
x(t; α, β)

É¾
¸ ¾0j:Ê Å�ÀÁÉyj�m�j�tvÀJi�½.¾ñ¸TÒ�½Dx8Å�¸	¾ÁÉ ÑÓÊÉGm�½C¸Tº
½�x8Å�¸`ÀñÉGj=mÔÉGm o ���Â�s�Ã=w�i�É ~$i ¾Á¸TÀÁÉÐ¾)G�½3¾
ÀJi�½AÉym�É ÀñÉ¸	Ê
~�j�m/¼�É ÀñÉGj=m�¾







x(0; α, β) = ξ(0), x′(0; α, β) = ξ′(0),

x′′(0; α, β) = ξ′′(0) + α, x′′′(0; α, β) = ξ′′′(0) − β.

o ��� ÎFs

O Å�~$i ¸ ¾{j	ÊÅ�ÀñÉGj=m
x(t; α, β)

É¾�~C¸TÊÊ ½3¼l¸ °v²Zª ¦K�%�E�`¥�³�ª¬°�¦ ¾0j:Ê Å�ÀñÉGj=m&�
(.² 
�£T³%�*) � �÷À�t*j	ÊÊyj9wA¾HtöºJj	Ò À{i�½.À{i�½�j	ºJn1j�t#Ë%½´ÉÆ�i8À{j=m ¸�m�¼Ô�.½�i�¸	ºÁÉ2� Â ��ÀJi�¸`À�É�t�~�j�m�¼�É Ñ
ÀÁÉyj�m�¾�j�t�Ä.½ G�m�É ÀÁÉyj�m �+¸	ºÁ½$¾ñ¸`ÀñÉ¾ G�½3¼#ÃZÀJi�½�m]ÀJi�½´ºñ½$½���ÉÐ¾©À±½���¸�~ZÀÁÊyn

i
¾0j:Ê Å�ÀñÉGj=m�¾

x(t; αi, βi)j�tvÀ{i�½.ÉGm�É ÀÁÉÐ¸TÊ/Ç`¸TÊÅ�½AÈ�ºJj�k�Ê½´Ò
x(4)−k4x = F (t, x)

ÃCo ��� Î!s
¾LÅ�~$i¤ÀJi�¸`ÀçÀ{i�½6¼�É��v½´ºñ½�m�~Z½
u(t; αi, βi)

i/¸	¾+¸�¼�j	Å�k�Ê ½&�C½´ºJj
ηi ∈ (0, 1)

�
h�i�½�t*j	ÊÊGj9w+Éym�Æ À{i�½�j	ºñ½´Ò w¿¸	¾�È�ºJj`Ç	½3¼ Éym � � Ã�Î��÷�



� °��-�T«)§�£��Zª¬« ª¬µ[¶ ���Iµ ��²��
	��ç���`³Iµ ��²�� 

�	²´°����2���¿« ²´³����´¥�£`µÓª �`°� ��� Â
������� � ��� .�� �/¥3¨	¨���´²¤µ ��£`µ!�E�T°5�`ª¬µÓª �`°� - � . 0
	 - �98�0 £T³Á²¤´£`µÓªÐ��ç² � �� ¥�£`�ª ��«)ª¬°�²?£`³
¨�³%���Z« ² 
 o ��� Â�s!��£`'£`°

i
��µÓ¶ñ¨�²I��T«)¥�µÓª �`°��$ª �]µ ��² «)ª¬°�²?£T³�¨�£T³�µ (

L4x
)

(t) := x(4) − k4xªÐ
i
��°-�`°�³ñ²� �`°v£`°/µ �
zw½�~´¸�m
mgj9w�¸�m/¾0w�½´º0À{i�½�x8Å�½C¾LÀÁÉyj�m Èej:¾Á½C¼ ¸`À0ÀJi�½�½�m�¼ j�t&ÀJi�½6È�ºÁ½CÇ8Éyj	Å/¾0¾Á½�~�ÀñÉGj=m&�

�vtí¸�mgj�m�Ê Éym�½C¸	º¿È�º{j=k�Ê½´Òn¸TÊÊyj9wA¾ t*j:ºNx:Å/¸	¾ÁÉ ÊÉGm�½C¸TºñÉy�C¸`ÀñÉGj=m�w+É ÀJi ºÁ½3¾LÈ�½�~ZÀçÀJj¤ÀJi�½]Ê Éym�½3¸Tº
È�¸TºÁÀñ¾Oj�tç¼�É��v½´ºñ½�m8À�À�n8È�½C¾�j�t�mgj�m�ÑÓºñ½C¾{j�m�¸�m�~Z½
oöÀ{i�¸TÀIÉ¾CÃCw+É ÀJi�ºñ½C¾ÁÈ/½�~�À�À{j ½C¾ñ¾L½�m:ÀñÉ¸	Ê Êyn
¼�É��v½´ºñ½�m8À%ÊÉym�½C¸	º&È�¸TºÁÀñ¾$s�ÃZÀ{i�½�m]À{i�½0¾{j	ÊÅ�ÀñÉGj=m�¾´Ã´ºÁ½CÇ	½C¸	Ê ½3¼Dk!n.À{i�½3¾L½�x8Å�¸:¾LÉÊÉGm�½3¸TºñÉG�3¸`ÀñÉGj=m�¾´Ã
¸Tºñ½]¼�É��v½´ºñ½�m8ÀC�

�N\���� + "��$a `�� a�^�&�� c�_�a�^Da+ a�c!"���+ b!&�^ &�"�a�� $)&4`��! #" &
�%$�c! P_gf0a�^!"

�Lj�m�¾ÁÉ¼�½´º qçÌ6·0¾ t*j	º ÀJi�½ t*j:Å�ºÁÀ{i�Ñvj	º?¼�½´º mgj=m�Ñ÷¸	Å�À{j=mgj	Ò}j:Å�¾��$ÒÔ¼�½�m�Ñ@ugj9w+Ê½´ºwÀ�n8È�½
½�x8Å�¸`ÀñÉGj=m�¾&o©Â:� Â�s��
������� � ��� 3 � �/¥3¨	¨���´²lµ ��£`µ

0 < q1 ≤ q(t) ≤ q2 ∀t ∈ [0, 1]
� � � µ ��²´³Á²�²'&:ªÐ�µ[

���
�²
k

ª¬°wµ ��² ���`³�

k = πi, (i = 1, 2, . . .)

��2��ª �E��Z£Tµ[ªÐ���²�Iµ ��²'ª¬°�² �Z¥�£T«)ª¬µÓ¶

k
ek(4

√
2 + 3) − 1

4(ek + 1)
< β

p
p

p−1

(p − 1)

(q1

q2

)
1

(p−1) ���`³
k = (2n − 1)π

oöÎ/� Â�s
�`³

k
ek(4

√
2 + 3) + 1

4(ek − 1)
< β

p
p

p−1

(p − 1)

(q1

q2

)
1

(p−1) ���T³
k = 2nπ,

oöÎ/� � s
�2��²´³Á²

β
ªÐ¤£�¨����ª¬µ[ª¬§`²¤³%� �`µ � �Iµ ��² ² �´¥�£`µÓª �`°

βp = β + (p − 1)p
p

1−p ,
oêÎ�� �=s

µ ��²Z°wµ ��²Z³Á²¤²'&:ªÐ�µ[ £T°
(i − 1)

��µÓ¶ñ¨�²I��T«)¥�µÓª �`° � ��¨�³����´« ²�
 oLÂ	�Â�s �
��³%� ��� � h�i�½]Æ	ÉÇ	½�m2m�j�m�ÊÉGm�½C¸Tº¿½�x:Å/¸`ÀÁÉyj�m o©Â:� Â�s�É¾¿½�x8Å�É Ç`¸	Ê ½�m:À¿ÀJj�À{i�½I½�x:Å/¸`ÀÁÉyj�m

x(4) − k4x = q(t) |x|p sgnx − k4x.
oêÎ�� ÎFs

O Å�È�Èej:¾Á½IÀ{i/¸`À
k

¾ñ¸`ÀñÉ¾ G�½C¾
cos k cosh k 6= 1

Éym j	º?¼�½´º¿ÀJi�½ ÊÉGm�½3¸Tº6È�¸TºÁÀ (

L4x
)

(t) :=

x(4)−k4x
À{j�k�½.m�j�m�Ñ÷ºÁ½3¾0j=m�¸�m8À�w+É À{i ºñ½C¾ÁÈ/½�~�À¹À{j6À{i�½¿Æ:É Ç:½�mlkej	Å�m�¼�¸TºJn>~�j=m�¼�É ÀÁÉyj�m�¾,j�t

È�º{j=k�Ê½´Ò o©Â	�Â�sZ��z ½Dw+ÉÐ¾0i�ÀJj'ÒÔ¸)(:½¿À{i�½6ºÁÉÆ�i8Àç¾ÁÉÐ¼�½AÉym oöÎ/� Î!s�k�j:Ågm�¼�½3¼#�!h�i�½�töÅgm�~ZÀÁÉyj�m
fk(t, x) := q(t) |x|p sgnx − k4x

É¾�j�¼�¼ Éym
x
t*j	ºA¸ Gg��½C¼

t
��Ë%½ZÀAÅ�¾�~�j�m�¾ÁÉ¼�½´º+É À�t*j	º

mgj�mgm�½´Æ:¸TÀÁÉÇ	½ Ç`¸	Ê Å�½3¾Dj�t
x

� h�i�½CºÁ½¤½���ÉÐ¾©À?¾6¸ È�j8¾LÉ ÀÁÉÇ	½¤È�j:ÉGm8À�j�t0Êyj�~´¸TÊí½���ÀñºÁ½CÒ'Å�Ò
x0

�
ugj	º6¸�Gg��½C¼

t = t∗
wç½>~C¸TÊ ~ZÅ�ÊÐ¸`Àñ½IÀ{i�½ Ç`¸TÊÅ�½>j�t¹ÀJi�½&töÅgm�~ZÀÁÉyj�m

fk(t, x)
¸`À.À{i�½¤È�j:ÉGm8À

j�t¹½���ÀÁºñ½´Ò¤Å�Ò
x0

mk(t∗) = |fk(t∗, x0)| =
(k4

p

)

p

p−1 |p − 1| q(t∗) 1
1−p ,

oêÎ��®Í�s

¸�m�¼ ~$igj!j8¾L½
nk(t∗)

¾ÁÅ�~$i À{i�¸TÀ |x| ≤ nk(t∗) ⇒ |fk(t∗, x)| ≤ mk(t∗)
�&�Lj	Ò�È�Å�À?¸`Ñ

ÀÁÉyj�m Æ:É Ç:½C¾¹ÀJi�¸`À
nk(t∗) =

(

k4

q(t∗)

)
1

p−1 β
ÃFw�i�½´ºñ½.¸>~�j�m�¾LÀñ¸�m8À

β
ÉÐ¾ç¼�½3¾{~´ºÁÉyk�½C¼�Éym oöÎ/� �Fs��

O ½ZÀ



����� ���	� ²´³�
�£����²Z°����

Mk = max{mk(t∗) : t∗ ∈ [0, 1]}, Nk = min{nk(t∗) : t∗ ∈ [0, 1]}. oöÎ/� � s
h�i�½�m ~C¸Tºñº{n j	Å�À6À{i�½ ¸TÈ�È�ºJj	È�ºÁÉÐ¸`Àñ½]¾ÁÒ}j!jTÀ{i�ÀÁºñÅgm�~´¸TÀÁÉyj�m"o��{~ZÅ�À{j�����sNj�t¹À{i�½>töÅgm�~ZÀÁÉyj�m
fk(t, x)

oê¸ ¾ÁÉÒ ÉÊÐ¸Tº]¸TÈ�È�ºJj:¸=~$i w�¸:¾.¸	È�È�ÊÉ ½3¼�Éym � Í � s6¸�m/¼�Æ	½´À�Ò¤Å�Ê ÀñÉ È�Ê ½}x8Å�¸	¾ÁÉ Ñ÷ÊÉGm�½3¸Tº
½�x8Å�¸`ÀñÉGj=m�¾.t*j	ºA¼�É��v½´ºñ½�m8À+Ç`¸TÊÅ�½C¾�j�t

k

x(4) − k4x = Fk(t, x),
oêÎ�� � s

w�i�½´ºñ½IÀ{i�½'ºñÉ Æ=i:À.¾ÁÉÐ¼�½C¾6ÉGm oêÎ�� ÎFs+¸�m�¼ oêÎ�� � s�~�j	Éym�~ZÉÐ¼�½&t*j:º ∣

∣x(t)
∣

∣ ≤ Nk

¸�m�¼
Fk(t, x)É¾Ok�j:Ågm�¼�½3¼�Éym�Ò}j�¼�Å�Ê Å/¾Ok!n ¸ ~�j�m�¾LÀñ¸�m:À

Mk

� O j À{i�½lj	ºñÉÆ	Éym�¸TÊ±È�º{j=k�Ê½´Òpo©Â	�Â�s.¸�m�¼
½C¸�~$i(x8Å�¸	¾ÁÉ ÑÓÊÉGm�½C¸Tº.j�m�½
oöÎ�� � s�¸	ºÁ½�½�x8Å�ÉÇ`¸TÊ½�m8ÀAÉGm�¸�¼�j:Ò�¸	ÉGm

Ωk = {(t, x) : 0 ≤ t ≤ 1, |x| ≤ Nk}.
�NjTÀñÉy~´½+À{i/¸`Àç¸]ÊÉGm�½C¸Tº0È�¸TºÁÀ (

L4x
)

(t) := x(4) −k4x
t*j	º
ÀJi�½Dm�Å�Ò1k/½Cºñ¾

k
Éym�À{i�½Nt*j	ºñÒ

k = πi
Ã
(i = 1, 2, . . .)

ÉÐ¾
(i − 1)

Ñvmgj�m�ºÁ½3¾0j=m�¸�m8ÀC�!q�½C¾ÁÉ¼�½C¾CÃ�ÉGmlÀ{i�½ ¼gj	ÒÔ¸TÉym2j�t±½�x:Å�É Ç8Ñ
¸TÊ½�m�~´½

Ωk

À{i�½}~�j=m�¼�É ÀÁÉyj�m�¾ - � . 0 % - ��870 ¸Tºñ½&töÅ�Ê�G�ÊÊ ½3¼#� h�i�½´ºñ½�t*j:ºÁ½ Éym�¸=~�~�j:ºñ¼�¸�m�~´½
w+É ÀJi
h�i�½�j:ºÁ½CÒ Â+ÀJi�½Dx8Å�¸	¾ÁÉ ÑÓÊÉGm�½C¸Tº
È�º{j=k�Ê ½CÒÔ¾NoöÎ/� � sPt*j	º$ÀJi�½Nm�Å�Ò1k/½Cºñ¾

k
Éym�À{i�½Nt*j	ºñÒ

k = πi
Ã
(i = 1, 2, . . .)

i�¸�Ç:½
(i − 1)

ÑÓÀ�n�È/½I¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m�¾C�
�A½���À�wç½.m�½C½C¼'À{j�Ç	½´ºñÉGt*n	Ã�w�i�½ZÀJi�½´ºíÀJi�½�j	ºñÉ Æ:ÉGm�¸	Ê:È�º{j=k�Ê ½CÒ o©Â:� Â�s%¸	Ê Êyj9wA¾4t*j:ºHx:Å/¸	¾ÁÉ Ñ

Ê Éym�½C¸	ºÁÉy�C¸TÀÁÉyj�m w+É À{i�ºñ½C¾ÁÈ�½�~�À6À{j À{i�½ Ê Éym�½3¸Tº.È/¸TºÁÀñ¾ (

L4x
)

(t) := x(4) − k4x
¸�m�¼ ÀJi�½

¼�j	ÒÔ¸TÉym�¾
Ωk

���@m À{i�É¾N~C¸	¾Á½6Éym�½�x:Å/¸TÊÉ À�n o � �Â�s�oêÉ À?¾�töÅ�Ê�G�Ê ÊÒ�½�m8ÀAÉÐ¾�m�½�~´½C¾ñ¾Á¸	º{n�Éym(j	º?¼�½´º
À{i�½>x8Å�¸:¾LÉÊ Éym�½3¸TºñÉG�3¸`ÀÁÉyj�m ÉGm À{i�½ ¸�kej`Ç	½]¾L½�m�¾L½�k�½IÈ�j8¾Á¾ÁÉyk�Ê ½�s.i�¸	¾�ÀJi�½�t*j	ºñÒ

ΓkMk ≤ Nk,
oêÎ�� � s

w�i�½´ºñ½�ÀJi�½ m�Å�Òlk�½´º?¾
Mk

¸�m/¼
Nk

¸Tºñ½ ¼�½C¾J~ZºñÉGk�½C¼VÉGm oöÎ�� � sl¸�m/¼
Γk

É¾ ¸�mV½C¾LÀÁÉ Ñ
Ò�¸TÀÁ½�j�tçÀJi�½ ºñ½C¾ÁÈ/½�~�ÀÁÉÇ	½ L�ºñ½´½�m'N ¾�töÅgm�~�ÀñÉGj=m

Gk(t, s)
t*j	ºIÀJi�½�igj	Ò}j:Æ	½�m�½�j	Å/¾]È�º{j=k�Ñ

Ê ½CÒ (

L4x
)

(t) = 0
w+É À{i kej	Ågm�¼�¸TºJn ~�j�m�¼�É ÀñÉGj=m�¾ j�t<oLÂ	�Â�s�� O Éym�~´½

p > 1
¸�m�¼

0 < q1 ≤ q(t) ≤ q2, ∀t ∈ [0, 1]
Ã�À{i�½�m

Mk = max
t∗∈[0, 1]

mk(t∗) =
(k4

p

)

p

p−1

(p − 1) q
1

1−p

1 ,

Nk = min
t∗∈[0, 1]

nk(t∗) =
(k4

q2

)
1

p−1

β.

oêÎ�� � s

h�i�½ L�ºÁ½C½�m1töÅgm�~�ÀñÉGj=m
Gk(t, s)

w�¸:¾�~�j�m/¾©ÀñºÁÅ�~ZÀÁ½3¼'½���È�Ê É ~ZÉ ÀÁÊyn'¸�m/¼ ½C¾LÀÁÉÒÔ¸`Àñ½C¼¤ÉGm � ��Ã`Î �÷�
h�i�½C¾Á½l½3¾©ÀñÉ ÒÔ¸TÀÁ½C¾1w�½´ºñ½ ÉÒ È�º{j`Ç:½C¼ Éym � � �÷� ugj	º Ç`¸TÊÅ�½C¾1j�t

k
Éym À{i�½ t*j:ºÁÒ

k = πi
Ã

(i = 1, 2, . . .)
À{i�½ L�ºÁ½C½�m2töÅgm�~�ÀñÉGj=m�¾Á¸TÀÁÉÐ¾)G�½3¾�À{i�½I½3¾©ÀñÉ ÒÔ¸TÀÁ½C¾

∣

∣Gk(t, s)
∣

∣ <
ek(4

√
2 + 3) − 1

4k3(ek + 1)
=: Γ1(k),

É�t
k = (2n − 1)π,

oêÎ��ÂCÏ=s

∣

∣Gk(t, s)
∣

∣ <
ek(4

√
2 + 3) + 1

4k3(ek − 1)
=: Γ2(k),

É�t
k = 2nπ.

oêÎ��Â	Â�s

�÷À&t*j	ÊÊGj9wA¾OtöºJj	Ò oêÎ�� � s�Ã oêÎ��ÂCÏFs�ÃHoöÎ/� Â:Â�s.À{i�¸TÀ]À{i�½ÔÉym�½�x8Å�¸	Ê É À�n oêÎ�� � s6ºñ½C¼�Å�~´½C¾]ºñ½C¾ÁÈ/½�~�Ñ
ÀÁÉÇ	½´Êyn ½´É À{i�½´º À{j oöÎ/� Â�s>j:º oêÎ�� � s��Hh�i�½CºÁ½�t*j	ºñ½ ÉGt.À{i�½´ºñ½l½���ÉÐ¾LÀñ¾�¾0j:Ò�½

k
Éym�ÀJi�½2t*j	ºñÒ

k = πi, (i = 1, 2, . . .)
Ã,w�i�Éy~$i ¾ñ¸`ÀñÉ¾ G�½3¾'¸�m Éym�½�x:Å/¸TÊÉ À�n oêÎ��Â�s�j:º2oöÎ/� � s�Ã%À{i�½�m À{i�½

j	ºñÉ Æ:ÉGm�¸	Ê¿È�º{j=k�Ê½´Ò oLÂ	�Â�s ¸TÊÊGj9wA¾1t*j:º�À{i�½ x8Å�¸:¾LÉÊ Éym�½3¸TºñÉG�3¸`ÀÁÉyj�m w+É ÀJi ºñ½C¾ÁÈ�½�~�À�ÀJjwÀJi�½
~�j	ºñºñ½C¾ÁÈ�j=m�¼�Éym�ÆwÊÉym�½C¸	º È�¸TºÁÀ (

L4x
)

(t) := x(4) − k4x
¸�m�¼ ÀJi�½�¼�j	ÒÔ¸	ÉGm

Ωk

¸�m�¼
À{i�½CºÁ½�t*j	ºñ½AÀ{i�É¾�È�ºJj�k�Ê½´Ò i�¸:¾ç¸�m

(i− 1)
Ñ¹À�n�È/½�¾0j:Ê Å�ÀÁÉyj�m&�!h�i�½�È�º{j!j�t&É¾.~�j:Ò È�Ê ½´ÀÁ½	�

�



� °��-�T«)§�£��Zª¬« ª¬µ[¶ ���Iµ ��²��
	��ç���`³Iµ ��²�� 

�	²´°����2���¿« ²´³����´¥�£`µÓª �`°� ��� �

� �T³%�`«¬«£`³�¶ ) � �vtíÀ{i�½CºÁ½I½���ÉÐ¾LÀ+À{i�½>m�Å�Ò1k/½Cºñ¾
k = πi

Ã
i = 1, 2, . . . , m

Ãgw�i�É ~$i�¾Á¸TÀÁÉÐ¾�t*n
À{i�½ ÉGm�½�x8Å�¸TÊÉ ÀÁÉ½C¾�oöÎ��Â�sZÃ,oêÎ�� � sZÃ�ÀJi�½�m�ÀJi�½´ºñ½ ½���É¾LÀ�¸TÀ6Ê½C¸:¾©À

m
¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m/¾Nj�t�¼�É��v½´ºñ½�m8À

À�n8È�½C¾+À{j À{i�½IÈ�º{j=k�Ê ½CÒ o©Â:� Â�s��

021/3-4 R���7��0J$%@� g)_ %$f�� F�PCg)F � g P´_©N f M %$A

p β q1
q2

ki

5

4
1.2813 q1

q2
≥ 29

30
k1 = π; k2 = 2π

6

5
1.2884 q1

q2
≥ 15

16
k1 = π; k2 = 2π

7

6
1.2933 q1

q2
≥ 12

13
k1 = π; k2 = 2π

q1
q2

≥ 53
54

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π

8

7
1.2969 q1

q2
≥ 11

12
k1 = π; k2 = 2π

q1
q2

≥ 27
28

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π

9

8
1.2998 q1

q2
≥ 10

11
k1 = π; k2 = 2π

q1
q2

≥ 21
22

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π

q1
q2

≥ 81
82

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π; k4 = 4π

10

9
1.3019 q1

q2
≥ 10

11
k1 = π; k2 = 2π

q1
q2

≥ 18
19

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π

q1
q2

≥ 43
44

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π; k4 = 4π

11

10
1.3038 q1

q2
≥ 10

11
k1 = π; k2 = 2π

q1
q2

≥ 17
18

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π

q1
q2

≥ 32
33

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π; k4 = 4π

q1
q2

≥ 111
112

k1; k2; k3 = 3π; k4 = 4π; k5 = 5π

12

11
1.3053 q1

q2
≥ 10

11
k1 = π; k2 = 2π

q1
q2

≥ 16
17

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π

q1
q2

≥ 27
28

k1 = π; k2 = 2π; k3 = 3π; k4 = 4π

q1
q2

≥ 60
61

k1; k2; k3 = 3π; k4 = 4π; k5 = 5π

�@m hí¸�k�Ê ½�� ÀJi�½ÔºÁ½3¾LÅ�Ê À?¾&j�t�~´¸	Êy~´Å�Ê¸TÀÁÉyj�m�¾I¸	ºÁ½�È�ºJj`Ç�É¼�½C¼#�4u�j	º>~Z½CºLÀ?¸TÉym�Ç�¸	Ê Å�½C¾&j�t
p

¸�m�¼ q1

q2

À{i�½
m�Å�Ò1k/½Cºñ¾
k

Éym À{i�½
t*j	ºñÒ
k = πi

Ã
i = 1, 2, . . .

¸Tºñ½�Æ	ÉÇ	½�m&Ã4w�i�É ~$i



��� Î ���	� ²´³�
�£����²Z°����
¾Á¸TÀÁÉÐ¾�t*nlÀ{i�½¤ÉGm�½�x8Å�¸TÊÉ ÀÁÉ½C¾loêÎ��Â�sZÃPoöÎ/� � s��eh�i�É¾.Àñ¸�k�Ê½ ÒÔ¸�n2k�½'Éym8ÀÁ½´ºñÈ�ºñ½ZÀñ½C¼ ¸	¾6¸ ¾L½´ÀOj�t
Ò'Å�Ê ÀÁÉÈ�ÊÉy~´É À�nlºÁ½3¾LÅ�Ê Àñ¾.t*j:º¿À{i�½>q�Ì6· oLÂ	�Â�sZ�

Ë&½ZÀlÅ�¾ÔÀñº{n�À{j�¼�½3¾{~´ºÁÉyk�½(t*j	º�G���½3¼ Ç`¸TÊÅ�½C¾�j�t
k

Æ	ÉÇ	½�m Éym À{i�½ t*j	ºñÒ
k = πi

Ã
i = 1, 2, . . .

À{i�½ ¼�j:ÒÔ¸TÉym�¾
D

(

p, q1

q2

) Ã�ÉGm(w�i�É ~$i À{i�½IÉym�½�x8Å�¸	Ê É ÀÁÉ½C¾loöÎ��Â�sZÃ4oöÎ/� � s.igj	ÊÐ¼#�
Ä.½�mgjTÀñ½

q :=
q1

q2
, γ(k) :=



















k
ek(4

√
2 + 3) − 1

4(ek + 1)
,

É�t
k = (2n − 1)π,

k
ek(4

√
2 + 3) + 1

4(ek − 1)
,

ÉGt
k = 2nπ.

h�i�½�m(kejTÀ{i Éym�½�x8Å�¸	Ê É ÀÁÉ½C¾&oêÎ��Â�s�¸�m/¼ oêÎ�� � s.~´¸�m2k�½Iºñ½�w+ºñÉ ÀÁÀÁ½�m ÉymlÀJi�½�t*j	ºñÒ

q >
(γ(k)

β

)p−1 (p − 1)(p−1)

pp
.

oöÎ/� Â � s

zw½�i�¸�Ç:½L~�j:Ò�È�Å�ÀÁ½3¼IÀJi�½+¼�j	ÒÔ¸TÉym�¾
Dk

(

p, q
) Ã�ÉGm�w�i�É ~$i À{i�½�Éym�½�x:Å/¸TÊÉ À�n oêÎ��Â � s igj:Ê¼�¾C�

�vt�Éym�È�º{j=k�Ê½´Ò oLÂ	�Â�s,~�j�½���~´É ½�m8À
p

¸�m�¼ltöÅgm�~ZÀÁÉyj�m
q(t)

¸	ºÁ½+¾ÁÅ�~$i À{i�¸TÀ
À{i�½+Èej	Éym8À
(p, q)É¾.ÊGj�~´¸TÀÁ½3¼ ÉGm�ÀJi�½'¼�j:ÒÔ¸TÉym&Ã�w�i�É ~$i ~�j:ºÁºñ½C¾ÁÈej�m�¼�¾+À{j

k = πm
Ã�ÀJi�½�m�À{i�½�~�j�m/¾LÉÐ¼�½´ºñ½C¼

È�º{j=k�Ê½´Ò oLÂ	�Â�sLi�¸	¾+¸TÀ+Ê ½3¸	¾LÀ
m

¾{j	ÊÅ�ÀñÉGj=m�¾�j�t¹¼�É��v½´ºñ½�m8À+À�n�È�½C¾C�gu±ÉÆ	Å�ºÁ½ � ¾0i�j9wA¾�t*j:Å�º

1.05 1.1 1.15 1.2 1.25
p

0.92

0.94

0.96

0.98

q

1.05 1.1 1.15 1.2 1.25
p

0.92

0.94

0.96

0.98

q

��������V�R � 7��¿f�# P´N M % a8N)M 6 K8N)FÁK¤_©K J N)M J$8�� PCg)N®_K� '¬c=A U @�/ K f g� %$A

½´Òlk�½C¼�¼�½C¼ ¼�j	ÒÔ¸	ÉGm�¾CÃCw�i�É ~$i�ÉÊ ÊÅ�¾LÀÁº?¸`ÀÁ½�Èej:¾ñ¾LÉyk�ÉÊ É ÀÁÉ½C¾�j�tç¸TÈ�È�Ê É ~´¸TÀÁÉyj�m j�t0ÀJi�½�x:Å/¸	¾ÁÉ Ñ
Ê Éym�½C¸	ºÁÉy�C¸TÀÁÉyj�m�È�º{j�~Z½3¾Á¾6ÀJjlÈ�ºJj�k�Ê ½CÒ o©Â	�Â�sZ�v�÷À]ÉÐ¾&~$i�¸	ºñ¸=~�ÀÁ½CºÁÉy�´½3¼(k!n�À{i�½ È�¸	ºñ¸	Ò ½´ÀÁ½Cºñ¾
p

¸�m/¼
q = q1

q2

�/�vt0¸ È�j:ÉGm8À
(p, q)

É¾6Êyj!~C¸`Àñ½C¼ Éym�À{i�½ ÊÐ¸TºñÆ	½C¾LÀ.¼�j:Ò�¸	ÉGm%Ã�À{i�½�m�¸TÀ6Ê½C¸	¾LÀ
2

½3¾Á¾Á½�m8ÀÁÉÐ¸TÊÊyn�¼�É��v½´ºñ½�m8À>x8Å�¸	¾ÁÉÊ Éym�½C¸	ºÁÉy�C¸TÀÁÉyj�m�¾6¸Tºñ½¤Èej:¾ñ¾ÁÉGk�Ê½}w+É ÀJi
k1 = π

Ã
k2 = 2π

�
�vtç¸ Èej	Éym8À

(p, q)
k�½´Êyj�m�Æ8¾AÀJj ÀJi�½�¾LÒÔ¸TÊÊ½C¾LÀ]¼�j:ÒÔ¸TÉym&Ã/É ÀIÒ�½C¸�m/¾AÀJi�¸`ÀI¸`À]Ê ½3¸	¾LÀ

5
½C¾LÑ

¾L½�m:ÀñÉ¸	Ê Êyn�¼�É���½CºÁ½�m8À&x8Å�¸:¾LÉÊÉGm�½3¸TºñÉG�3¸`ÀñÉGj=m�¾.¸	ºÁ½ È�j8¾Á¾ÁÉyk�Ê ½}w+É À{i
ki = iπ

Ã
i = 1, . . . , 5

�
h�i�½C¾Á½&~�j�m/¾LÉÐ¼�½´º?¸`ÀñÉGj=m�¾¿¸TÆ:ºÁ½C½Ow�½´ÊÊ w+É ÀJi À{i�½ ¼�¸TÀñ¸ Éym(hí¸�k�Ê ½ ���

��\ ���  + " $)&

�Lj�m�¾ÁÉ¼�½´º¿À{i�½�t*j	Å�ºÁÀ{i�Ñvj	º?¼�½CºLmgj=m�ÊÉGm�½3¸Tº�kej	Ågm/¼�¸TºJn Ç`¸TÊÅ�½]È�ºJj�k�Ê½´Ò
{

x(4) = 50(81 + sin π
2 t)|x| 98 sgn x,

x(0) = x′(0) = 0 = x(1) = x′(1).

oÓÍ��Â�s



� °��-�T«)§�£��Zª¬« ª¬µ[¶ ���Iµ ��²��
	��ç���`³Iµ ��²�� 

�	²´°����2���¿« ²´³����´¥�£`µÓª �`°� ��� Í
�÷À¹ÉÐ¾¹¸6¾ÁÈ�½�~ZÉÐ¸TÊ�~C¸	¾Á½Lj�t�À{i�½¿È�ºJj�k�Ê ½CÒ oLÂ	�Â�sZÃ9w�i�½�m

p = 9
8

¸�m/¼
q(t) = 50(81+sin π

2 t)
�

O ÉGm�~Z½
min
[0, 1]

q(t) = 4050
¸�m�¼

max
[0, 1]

q(t) = 4100
À{i�¸�m q1

q2
= 81

82

� O j Éym ¸=~�~�j:ºñ¼�¸�m�~´½
w+É ÀJi ~´¸TÊ ~ZÅ�Ê¸TÀÁÉyj�m�¾
o[¾L½C½
h±¸�k�Ê½ ��¸�m�¼ uíÉÆ	Å�ºñ½ � sI¸�m�¼ �Lj	ºJj	ÊÊ¸	º{n�Â�À{i�½CºÁ½Ô½���ÉÐ¾LÀ¤¸`À
Ê ½3¸	¾LÀ�t*j:Å�º ¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m/¾}j�t�¼�É��v½´ºñ½�m8ÀÔÀ�n�È/½3¾�À{j ÀJi�½�Æ	ÉÇ	½�m�È�ºJj�k�Ê ½CÒ o[Í�� Â�s�� z ½ i�¸�Ç	½
~�j	Ò�È�Å�ÀÁ½C¼lÀJi�½´Ò oê¾Á½´½&uíÉ Æ/����ÃguíÉÆ���Î�Ã�u±ÉÆ���Í�ÃguíÉ Æ/� � sZ�

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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1

1.2

1.4

��������V�R ��7
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Y _K� \�J4%�f g � _©N f M f��

\:^©f �8g J$# ' e A U /{A

h�i�½.¼�É���½CºÁ½�m�~Z½3¾�k�½ZÀ�w�½´½�m ¸IÈ�¸	ºLÀñÉy~´Å�Ê¸	ºç¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m�j�tvÀ{i�½6È�º{j=k�Ê½´Ò o[Í��Â�s0¸�m�¼ ÀJi�½
ºÁ½3¾LÈ�½�~ZÀÁÉÇ	½�m�½´ÉÆ�i!kej	ºñÉGm�Æ�¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m/¾,t*j	º0¼�É��v½´ºñ½�m8À

(α, β)
w�½´ºñ½�~�j	Ò�È�Å�ÀÁ½C¼�¸�m�¼�¸.À�n�È�½

j�t&½C¸=~$i ¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m
w¿¸	¾ç¼�½ZÀñ½´ºñÒ�ÉGm�½3¼ Éym ¸�~�~�j:ºñ¼�¸�m�~Z½�w+É À{i Ä.½ G�m�É ÀÁÉyj�m ������ÀñºÁÉÇ�É¸	Ê�¾{jTÑ
Ê Å�ÀñÉGj=m1j�t�ÀJi�½¿È�º{j=k�Ê½´Ò o[Í�� Â�s±É¾¹¼�½CÈ�Éy~ZÀÁ½3¼¤Éym}u±ÉÆ�� ���T�AÊÊ�m�½´ÉÆ�i!kej	Å�ºñÉGm�Æ�¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m/¾í¸	ºÁ½
¾LÅ�~$i�ÀJi�¸`À'À{i�½ ¼�É��v½´ºñ½�m�~Z½C¾lk/½´À�wç½C½�m"m�½CÉ Æ=i!k�j:Å�ºÁÉym�Æ�¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m ¸�m�¼ À{i�½ÔÀÁºñÉ Ç�ÉÐ¸TÊLj�m�½
i�¸�Ç	½0¸TÀíÒ}j8¾©À,j�m�½L�´½´ºJj:¾%ÉGm'À{i�½çÉGm8Àñ½´ºñÇ�¸	Ê

(0, 1]
ÃCÀ{i�½´ºñ½�t*j	ºñ½$ÀJi�½$ÀñºÁÉÇ�É¸	Ê8¾{j	ÊÅ�ÀñÉGj=m É¾í¸

0
Ñ

À�n8È�½ç¾{j	ÊÅ�ÀñÉGj=m&��uíÉÆ��3Î6¾{igj9wA¾%¸�mgjTÀJi�½´º¹¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m&j�t�À{i�½çÈ�ºJj�k�Ê½´Ò o[Í�� Â�s���h�i�ÉÐ¾±¾{j	ÊÅ�ÀÁÉyj�m
É¾]¸�m

1
ÑÓÀ�n8È�½¤¾{j	ÊÅ�ÀñÉGj=m k�½�~´¸	Å�¾Á½ À{i�½ ¼�É��v½´ºñ½�m�~´½C¾Ok/½´À�wç½C½�m m�½´ÉÆ�i!k�j:Å�ºñÉGm�Æl¾0j:Ê Å�ÀñÉGj=m�¾

o t*j	º ¼�É���½CºÁ½�m:À¤È�¸TÉºñ¾
(α, β)

s¤¸�m�¼�É Àli�¸�Ç:½Ô½´É À{i�½Cº>j�m�½ ¾LÉÒ�È�Ê½
�´½Cº{j(j	ºlj�m�½ ¼gj	Ågk�Ê½
�´½´ºJj ÉGm

(0, 1]
��h�i�½ÔÉym�É ÀÁÉÐ¸TÊ0¼�¸TÀñ¸ j�t�À{i�½

1
Ñ[À�n�È�½Ô¾0j:Ê Å�ÀñÉGj=m ¸	ºÁ½

x′′(0) = 0, 000002
Ã

x′′′(0) = −0, 000009223
� uíÉÆ��$Í�ÉÊ ÊÅ�¾LÀÁº?¸`Àñ½C¾ ¸
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