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( 6 α

0+, µ y)(x) = f [x, y(x)] (0 < α < 1),

(xµ
J

1−α

0+, µ y)(0+) = b, b ∈ R,
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p, α
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X

p, α
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y ∈ X
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c (R+) : 6 α

0+, µ y ∈ X
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c, 0(R+)
¯
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Dα
0+, µ p Óqo
r�Ó_s"¡/¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t'u#ÓwvýÖ6¡�x3o Ïzy £�¡=Õ�¤�ÓÉÖ Ïz{ ¡�o Ï|{ Ó y v y Ö6¤�Ó:Ö

α > 0
y £}o$r�Ó

Ö¨Ó(¡=Õ~r�¡	ÕCv Ù ¡K� Ï Ð
R+ = (0, +∞)

¤�Ó@�#£�Ó:¤�v y Ö
x > 0

¡=£�¤
µ ∈ R p tgÛ
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(Dα
0+, µ f)(x) = x−µδnxµ (J n−α

0+, µ f)(x), δ = x
d

dx
, (n = [α] + 1), ��� � ���

� r�ÓÉÖÁÓ
J α

0+, µ

Ï Ð o
r�ÓJs+¡	¤�¡ Ú ¡	ÖÁ¤ Ù o&t'u�ÓWvýÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	Õ Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=Õ

(J α
0+, µ f)(x) =

1

Γ (α)

x
∫

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)α−1

f(t)
dt

t
(α > 0, x > 0). ��� � Ë �

� r�ÓÉ£
0 < α < 1

o
r�Ó výÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	Õ y u�ÓÉÖ6¡Ko y Ö ��� � ��� o6¡=Ñ	Ó(ÐMo
r�Ó v y Ö Ú

(Dα
0+, µ f)(x) = x1−µ d

dx

1

Γ (1 − α)

x
∫

0

(

ln
x

t

)

−α

f(t)
dt

t1−µ
(0 < α < 1). ��� � � �

s"¡	¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t:u�Ó výÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	ÕÔ¤�Ó:Ö Ï|{ ¡Ko Ïz{ Ó:Ð ¡=£�¤ Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=Õ Ð ��� � ��� ¡	£�¤ ��� � Ë � � Ó:Ö¨Ó
Ï £:o¨Ö y ¤�×�xÉÓ:¤ Ï £�� Ë�� �y¦jr�Ó:Ö¨Ó � ¡	ÐJu�Ö yK{ Ó:¤ o
r�Ó p y ×�£�¤�Ó(¤�£�Ó:ÐÁÐqu�Ö y u�ÓÉÖ
o&t v y Öqo
r�Ó výÖÁ¡8x Ù
o Ï|y £�¡	Õ Ï £8oÁÓ��/ÖÁ¡	ÕÐ

J α
0+, µ f

Ï £ o
r�Ó Ð u#¡�x<Ó
Xp

c ≡ Xp
c (R+) (c ∈ R, 1 6 p 6 ∞)

y v
�2Ó p Ó��/×�Ó Ú Ó:¡	Ð¨×�Ö6¡ p ÕÓlvý×�£�x3o Ïzy £�Ð

h
y £

R+
v y Ö � r Ï x�r

‖h‖Xp

c
< ∞

Ò � r�ÓÉÖÁÓ

‖h‖Xp

c
=

(

∞
∫

0

|tc h(t)|p
dt

t

)1/p

(1 6 p < ∞),

‖h‖X∞

c
=

Ó:ÐÁÐ�Ð¨×Iu
t>0

[tc |h(t)|].

¦jr�Ó�ÐHÓ Ú Ï �	Ö y ×�u u�Ö y u�ÓÉÖ
o&t y vwo
r�Ó s"¡	¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t:u�Ó�výÖÁ¡8x3o Ï|y £#¡=Õ Ï £8oÁÓ��/ÖÁ¡	Õ ��� � Ë �� ¡/Ðu�Ö yK{ Ó(¤ Ï £�� ��� Ò Î ÓÉÕÕ Ï £JoÁÖÁ¡	£�Ð v y Ö Ú Ð � ÓÉÖÁÓÔÐ o¨×�¤ Ï Ó(¤�¡=£#¤Jo$r�Ó"v y Ö Ú ×�Õ ¡ y vIvýÖÁ¡8x3o Ïzy £�¡=Õ
Ï £:o¨Ó��	Ö6¡Ko Ïzy £ p t�u�¡	Ö o6Ð � ¡/Ð�Ó:Ð oÁ¡ p Õ Ï Ð r�Ó:¤ Ï £�� ��� �s"¡	¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t:u�Ó výÖÁ¡8x3o Ïzy £�¡=Õ%¤�ÓÉÖ Ïz{ ¡Ko Ïz{ Ó ��� � � � � ¡	Ð Ï £ { Ó:Ð o Ï �/¡�o¨Ó(¤ Ï £��! � Ò � r�Ó:Ö¨Ó
Ï o6Ð8Ö¨Ó�u�ÖÁÓ:Ð¨ÓÉ£:oÁ¡�o Ï|y £ � ¡	Ðjx y £�Ð o¨ÖÁ×�x3oÁÓ:¤ Ï £}o$r�Ó v y Ö Ú Û

( " α
0+, µf)(x) =

α

Γ (1 − α)

∞
∫

0

e−µt f(x) − f(xe−t)

t1+α
dt + µαf(x)

=
α

Γ (1 −α)

x
∫

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)

−α−1

[f(x)−f(t)]
dt

t
+ µαf(x) (0 < α < 1).

 �×�x�r ¡�v y Ö Ú Ò>x:¡=ÕÕ Ó(¤ Î ¡=Ö�x�r�¡=×�¤ Ù s+¡	¤�¡ Ú ¡	ÖÁ¤ Ù o&t'u�ÓqvýÖÁ¡8x3o Ïzy £�¡=Õ
¤�Ó:Ö Ï|{ ¡Ko Ï|{ Ó/Ò Ï Ð Ú y Ö¨Ó
£�¡KoÁ×�ÖÁ¡	Õ y £ o
r�Ólr�¡	ÕCv Ù ¡K� Ï Ð

R+
o$r�¡=£}s"¡/¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t'u#Ó výÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	Õ#¤�Ó:Ö Ï|{ ¡Ko Ïz{ Ó

Dα
0+, µ

�
��£}u#¡=Ö
o Ï x<×�Õ ¡=Ö(Ò

" α
0+, µf ≡ Dα

0+, µf, f ∈ Xp
c . ��� � � �� Ó�Ð
r�¡=ÕÕ�×�£�¤�Ó:ÖÁÐ oÁ¡	£�¤ Î ¡	Ö$x�r#¡=×�¤ Ù s"¡/¤�¡ Ú ¡	ÖÁ¤ Ù o&t'u#Ó výÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	ÕÔ¤�ÓÉÖ Ïz{ ¡Ko Ïz{ Ó¥¡/ÐJo$r�Ó

x y £ { ÓÉÖ#�	ÓÉ£:o Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=Õ Ï £ o$r�Ó v y ÕÕ y � Ï £$��Ð¨ÓÉ£�Ð¨Ó	���yÓ@o

( " α
0+, µ; εf)(x) =

α

Γ (1 − α)

∞
∫

ε

e−µt f(x) − f(xe−t)

t1+α
dt + µαf(x), ��� � Í �
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� r�ÓÉÖÁÓ
0 < α < 1, ε > 0.

¦jr�Ó:£ p t o$r�Ó�¤�Ó���£ Ï o Ï|y £

" α
0+, µf = lim

ε→0
(Xp

c )

" α
0+, µ; εf,

� r�ÓÉÖÁÓqo
r�Ó�Õ Ï Ú Ï o Ï Ð"×�£�¤�Ó:ÖÁÐ oÁ¡	£�¤ Ï £ o
r�Ó�£ y Ö Ú y v^o$r�Ó Ð
u�¡8x<Ó
Xp

c .
Ø � u�ÖÁÓ:ÐÁÐ Ïzy £ ��� � Í �Ï Ð+x:¡=ÕÕ Ó(¤�oÁÖ¨×�£�xÉ¡�o¨Ó:¤ Î ¡	Ö$x�r�¡	×�¤ Ù s"¡/¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t'u#Ó výÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	Õ2¤�ÓÉÖ Ï|{ ¡�o Ï|{ Ó/�

��£ o$r Ï Ð u#¡�u�ÓÉÖ � Ó�¡�uIu�Õ|t o
r�Ó u�Ö y u�ÓÉÖ
o Ï Ó:Ð y v"o
r�Ó y u#Ó:ÖÁ¡�o y ÖÁÐ
J α

0+, µ

¡	£�¤
Dα

0+, µÏ £ o
r�ÓVÐ u#¡�x<Ó
Xp

c (R+)
o y Ð o¨×#¤ t o
r�Ówu�Ö y p ÕÓ Ú y v~o
r�Ó�Ó@� Ï Ð&oÁÓÉ£�xÉÓ+¡=£#¤ ×�£ Ï�� ×�ÓÉ£�Ó:ÐÁÐ y v

¡ Ð y Õ× o Ïzy £ y v o$r�Ó��Ô¡=×�x�r't Ù o&t:u�Ówu�Ö y p ÕÓ Ú v y Öjo
r�ÓE£ y £�Õ Ï £�Ó(¡=Ö«¤ Ï�� ÓÉÖÁÓÉ£:o Ï ¡=Õ Ó � ×#¡Ko Ï|y £
y v^výÖÁ¡8x3o Ï|y £#¡=Õ y Ö6¤�ÓÉÖ

0 < α < 1
Û

( " α
0+, µ y)(x) = f [x, y(x)] (0 < α < 1) ��� � � �

y £�o
r�Óqr�¡	ÕCv Ù ¡K� Ï Ð
R+ = (0, +∞) � Ï o
r}o
r�Ó Ï £ Ï o Ï ¡=Õ x y £#¤ Ï o Ïzy £

(xµJ 1−α
0+, µ y)(0+) = b, b ∈ R. ��� �! �

¦jr�Ó¢£ y oÁ¡�o Ï|y £
(xµJ 1−α

0+, µ y)(0+)
Ú Ó:¡	£�Ð_o
r�¡�o_o
r�Ó¢Õ Ï Ú Ï o Ï Ð_oÁ¡	Ñ	ÓÉ£p¡Ko ¡	Õ Ú y Ð&o�¡=ÕÕ

u y/Ï £:oÁÐ y vo$r�ÓEÖ Ï �8r8o Ù Ð Ï ¤�Ó:¤µ£�Ó Ï ��r p y Ö$r y'y ¤
(0, 0 + ε), ε > 0,

y v
x = 0

Û

(xµJ 1−α
0+, µ y)(0+) = lim

x→0+
[xµ(J 1−α

0+, µ y)(x)]. ��� � � �
� Ï Ö6Ð&o � Ó � Ï|{ Ó x y £�¤ Ï o Ï|y £�Ð v y Ö o
r�Ó�Ó � × Ïz{ ¡	Õ Ó:£�x<Ó y v�Ð¨×�x�r�¡��Ô¡=×�x�r't Ù o&t'u�ÓRu�Ö y p Õ Ó Ú
¡=£�¤ y v^o
r�ÓE£ y £�Õ Ï £�Ó:¡=Ö�� y ÕCoÁÓÉÖÁÖÁ¡ Ï £8oÁÓ��/ÖÁ¡	Õ�Ó � ×�¡Ko Ïzy £

y(x) =
b

Γ (α)
x−µ(ln x)α−1

+ +
1

Γ (α)

∫ x

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)α−1

f [t, y(t)]
dt

t
��� � � �

Ï £ o
r�Ó�ÐHÓ:£�ÐHÓ}o$r�¡Ko Ï v
y(x) ∈ Xp

c (R+)
Ð¨¡�o Ï Ð&�#Ó:Ð ��� � � � ¡=£�¤ ��� �� � Ò�o
r�ÓÉ£ Ï oµÐ¨¡�o Ï Ð Ù

��Ó:Ð ��� � � � Ò/¡=£#¤ Ï £ { Ó:ÖÁÐ¨Ó	�=¦jr�Ó:£ p t�×�Ð Ï £ �qo
r�Ó+�Ô¡	£�¡�x�rR�I��Ó:¤ u y	Ï £:oNo
r�Ó y ÖÁÓ Ú Ò � Ó� Ï|{ Ó
x y £#¤ Ï o Ïzy £�Ð v y Ö o
r�Ó�Ó@� Ï Ð&oÁÓÉ£�xÉÓ�¡=£#¤ ×�£ Ï�� ×�ÓÉ£�Ó(Ð¨Ð y vê¡ Ð y Õ× o Ï|y £ y v�o$r�Ó��Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u#Ó
u�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � ��� ��� �� � Ï £}o
r�Ó�Ð
u�¡�xÉÓ

Xp, α
c, 0 (R+)

¤�Ó���£�Ó(¤ v y Ö
α > 0 p t

Xp, α
c, 0 (R+) =

{

y ∈ Xp
c (R+) : " α

0+, µ y ∈ Xp
c, 0(R+)

}

, ��� � � Ì �
� r�ÓÉÖÁÓ

Xp
c, 0(R+)

Ï ÐJo$r�Ó¢Ð¨× p Ð
u�¡�xÉÓ y v
Xp

c (R+)
y v vý×�£�x3o Ïzy £�Ð

g ∈ Xp
c (R+) � Ï o
r

x y Ú u�¡8x3o«Ð¨×IuIu y Ö
o y £ Ï £ ��£ Ï o&tgÛ
g(x) ≡ 0

v y Ö8Õ¡	Ö �/Ó+Ó:£ y ×$�8r
x > R.

��£ u�¡	Ö o Ï xÉ×�Õ ¡=Ö(Ò
� Óqx y £�Ð Ï ¤�Ó:Öjo
r�Ó��Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u�Ólu�Ö y p Õ Ó Ú ��� � � ��� ��� �! � Ï £}o$r�ÓJxÉ¡/ÐHÓ

µ = 0

{

( " α
0+ y)(x) = f [x, y(x)], (0 < α < 1),

(J 1−α
0+ y)(0+) = b, b ∈ R.

��� � � ���
� Ó�¡	ÕÐ y Ó(Ð&o6¡ p Õ Ï Ð r Ð y Õ ×Io Ï|y £ Ï £ x<Õ y Ð¨Ó:¤ v y Ö Ú y vo
r�Ó��Ô¡=×�x�r't Ù o&t'u�Ólu�Ö y p Õ Ó Ú v y Öjo$r�Ó
Õ Ï £�Ó:¡	Ö«¤ Ï�� Ó:Ö¨Ó:£8o Ï ¡	Õ Ó � ×�¡�o Ï|y £ y v^výÖÁ¡8x3o Ï|y £#¡=Õ y Ö6¤�ÓÉÖ

{

( " α
0+, µ y)(x) = λy(x) + f(x), (0 < α < 1; λ ∈ R),

(xµJ 1−α
0+, µ y)(0+) = b, b ∈ R,

��� � � Ë �
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¡=£�¤�� Ï|{ ÓEÐ y Ú ÓVÓ@��¡ Ú u�ÕÓ:Ð Ï £ x y £�x<Õ×�Ð Ï|y £y�

¦jr�Ó u�¡�u#Ó:Ö Ï Ð y Ö �-¡=£ Ï�� Ó(¤V¡	Ð~v y Õ Õ y � Ð:�( �ÓFx3o Ï|y £ Ë x y £8o6¡ Ï £�Ð>u�Ö¨Ó:Õ Ï Ú Ï £�¡	Ö
t+Ö¨Ó(ÐH×�ÕCo6Ð Ï £ Ù
{�y Õ {�Ï £ �Ru�Ö y u�ÓÉÖ
o Ï Ó:Ð y v o
r�Ó Î ¡=Ö�x�r�¡=×�¤ Ù s+¡	¤�¡ Ú ¡	ÖÁ¤ Ù o&t'u�ÓjvýÖÁ¡8x3o Ï|y £#¡=Õ ¤�ÓÉÖ Ï|{ ¡�o Ï|{ Ó(Ð �����¡=£�¤ o
r�Ó�s+¡	¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t'u�Ó_výÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	ÕNxÉ¡=Õ x<×�Õ ×�Ð y u#Ó:ÖÁ¡�o y ÖÁÐ ��� � Ë � ¡=£�¤ ��� � � � y £ o$r�Ó
Ð u�¡8x<Ó

Xp
c (R+)

�ê �ÓFx3o Ïzy £ �fÏ Ð�¤�Ó {�y oÁÓ:¤ o y o
r�Ó Ó � × Ï|{ ¡=ÕÓÉ£�xÉÓ y v+o
r�Ó��Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u#Ó
u�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � ��� ��� �� � ¡	£�¤ y vlo$r�Ó £ y £�Õ Ï £�Ó:¡	Ö Ï £:oÁÓ��	Ö6¡=Õ�Ó � ×#¡Ko Ï|y £ ��� � � � �% �ÓFx3o Ïzy £ �
¤�Ó:¡	ÕÐ � Ï o
r o
r�Ó Ó�� Ï Ð o¨Ó:£�x<Óµ¡	£�¤�×�£ Ï�� ×�ÓÉ£�Ó:ÐÁÐ y vjo$r�ÓµÐ y Õ× o Ï|y £ y v o$r�Ó �Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u#Ó
u�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � � � ��� �! � ¡	£�¤ ��� � � ��� �   y Õ × o Ïzy £ Ï £ x<Õ y Ð¨Ó:¤ v y Ö Ú y v o$r�Ó �Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u#Ó
u�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � Ë � Ï Ð y p o6¡ Ï £�Ó:¤ Ï £  �Ó�x3o Ïzy £ Í � Ø ��¡ Ú u�ÕÓ:Ð"¡=ÖÁÓ � Ïz{ ÓÉ£ Ï £� �ÓFx3o Ï|y £ ���

�jc����^g�m��	�Nkli�
���Ni	������g�i�
���������� g��NmEfIn&h"e����
d8eMf��! gIh�
�"]n$#%�g��eMfIn&�^fIn&h"e
��£_o$r Ï Ð
Ð¨Ó�x@o Ï|y £ � Óju�ÖÁÓ:Ð¨ÓÉ£:o
Ð y Ú Ó u�Ö y u�ÓÉÖ
o Ï Ó:Ð y v�o
r�Ó s+¡	¤�¡ Ú ¡	ÖÁ¤ Ù o&t'u�Ó výÖ6¡�x3o Ïzy £�¡=Õ Ï £ Ù
o¨Ó��/ÖÁ¡	Õ ��� � Ë � ¡=£�¤Ro$r�Ó Î ¡	Ö$x�r�¡	×�¤ Ù s"¡/¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t'u#ÓMvýÖÁ¡8x3o Ïzy £�¡=Õ�¤�Ó:Ö Ï|{ ¡Ko Ïz{ Ó ����� � r Ï x�r
� Ï ÕÕ p Ó�×�Ð¨Ó:¤¥Õ ¡Ko¨Ó:Ö:�#�2Ó@o

yα
+ (y ∈ R, α > 0)

Ï Ð o
r�Ó o¨ÖÁ×�£�xÉ¡�o¨Ó(¤ u y � ÓÉÖjvý×�£�x3o Ï|y £ � ��Ò
��� � � Ì/Ì � �

yα
+ = yα, y > 0, yα

+ = 0, y < 0. � Ë � ���¦jr�Ówv y ÕÕ y � Ï £$� u�Ö y u#Ó:Ö o Ï Ó(Ð y vvýÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	Õ Ï £:o¨Ó��	Ö6¡Ko Ïzy £ y u�ÓÉÖ6¡Ko y Ö
J α

0+, µ

¡=£�¤¥¤ Ï v Ù
výÓÉÖÁÓÉ£:o Ï ¡=Õ y u#Ó:ÖÁ¡�o y Ö " α

0+, µ

Ï £}o
r�Ó�Ð
u�¡�xÉÓ
Xp

c

¡=ÖÁÓ+Ñ�£ y � £y�
')(+*,* �.-E� � Ë Ò ¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú � � ¡ � ��/ ¶ 1 6 p 6 ∞, c ∈ R, α > 0

Y¿gÀ
µ ∈ R,

±¹¸�º<¿
¶<´YÄ

µ > c
Âê±ý¸�º ´���º<ÄÁY±�´YÄ

J α
0+, µ

¼ ¾�	6´Y¯�¿�À/º6À�¼¹¿
Xp

c (R+)
Y¿gÀ

∥

∥J α
0+, µf

∥

∥

Xp

c

6 C1‖f‖Xp

c
, C1 = [µ − c]−α. � Ë � Ë �

')(+*,* �10>� � � Ò2¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú � � ¡ � �32 ºÉ±
1 6 p 6 ∞,

Y¿gÀ�° ºÉ±
c ∈ R, α > 0, β > 0Y¿�À

µ ∈ R.
/ ¶

µ > c
Âê±ý¸�ºÉ¿�±ý¸�º�¾<ºÉ» ¼54=Ä¨´=¯ � �gÄ¨´���º<Ä�±³²

(J α
0+, µJ

β
0+, µf)(x) = (J α+β

0+, µf)(x) (α > 0, β > 0) � Ë � � �
¸�´Y°À�¾%¶<´YÄ

f(x) ∈ Xp
c (R+).

')(+*,* �76� � ��Ò=¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú Ë��!2 ºÉ±
0 < α < 1, 1 6 p < ∞, µ > 0, c ∈ R

Y¿gÀ
µ > c.� ¸�º<¿ ¶<´YÄ

f(x) ∈ Xp
c (R+)

±¹¸�º<Ä¨ºV¸�´=° À�¾

( " α
0+, µJ

α
0+, µf)(x) = f(x). � Ë � � �s"¡	¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t:u�Ó výÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	Õ Ï £:o¨Ó��	Ö6¡Ko Ï|y £¢¡=£�¤¢¤ Ï � ÓÉÖÁÓÉ£:o Ï ¡�o Ï|y £ y v>o
r�ÓloÁÖ¨×�£�xÉ¡�o¨Ó:¤

u y � ÓÉÖ Ù Õ y �-¡=Ö Ï o$r Ú Ï x+vý×�£�x@o Ï|y £
x−µ(ln x)β−1

+

t Ï Ó:Õ¤ ¡Rvý×�£�x@o Ï|y £ y v o
r�Ó�ÐÁ¡ Ú ÓVÑ Ï £#¤ �
')(+*,* �98 � 2 º<±

0 < α < 1, β > 0, µ ∈ C.
� ¸�ºÉÄ¨ºE¸�´=° Àµ±¹¸�º%¶<´=°¹° ´�:
¼¹¿+4V¶<´YÄ�» ¯�° �¾<;

(

J α
0+, µ t−µ(ln t)β−1

+

)

(x) =
Γ (β)

Γ (β + α)
x−µ(ln x)β+α−1

+ , � Ë � Í �
(

Dα
0+, µ t−µ(ln t)β−1

+

)

(x) =
Γ (β)

Γ (β − α)
x−µ(ln x)β−α−1

+ . � Ë � � �
/ ¿���YÄ�±³¼½®<¯�°YÄ6Â�¶<´=Ä

β = α
(

Dα
0+, µt−µ(ln t)β−1

+

)

(x) = 0. � Ë �! �



·�=Ä¨®6¸�Y¯�À�����/À	Y»�YÄÁÀ�� � ²���º�¬2Ä¨/®<±³¼½´Y¿gY°���¼ 	"ºÉÄ¨º<¿#±Ê¼½=°�
�É¯�Y±³¼½´Y¿�¾ ���  
�ÔÄ¨´(´�¶ � ©"Ð Ï £$� ��� � Ë � � Ï o$r

f(x) = x−µ(ln x)β−1
+

¡	£�¤ o6¡=Ñ Ï £$� Ï £:o y ¡8x�x y ×�£:o � Ë � ���� Ó r�¡ { Ó

(

J α
0+, µ t−µ(ln t)β−1

+

)

(x) =
x−µ

Γ (α)

x
∫

1

(

ln
x

t

)α−1

(ln t)β−1 dt

t
.

¦jr�ÓÉ£ Ú ¡=Ñ Ï £$� o
r�ÓJx�r�¡	£$�	Ó y v { ¡=Ö Ï ¡ p Õ Ó
τ = ln t/ ln x

Ò � Ó y p oÁ¡ Ï £

(

J α
0+, µ t−µ(ln t)β−1

+

)

(x) = x−µ(ln xβ+α−1 1

Γ (α)

∫ 1

0

(1 − τ)α−1τβ−1 dτ,

� r Ï x�r t Ï ÓÉÕ ¤�Ð � Ë � Í � Ï £f¡8x�x y ÖÁ¤�¡=£�xÉÓ � Ï o$r o
r�Ó Ñ�£ y � £�ÖÁÓÉÕ ¡Ko Ïzy £�Ð v y ÖWo$r�Ó p Ó�oÁ¡
�

¡=£�¤
�/¡ Ú�Ú ¡

�
vý×�£�x@o Ï|y £�Ð � Í Ò � � Í ����� ¡=£�¤ ��� � Í � Í � � � � Ë � � � Ï Ð ¤�Ó(¤�×�xÉÓ:¤ výÖ y Ú ��� � ��� � Ï o
r

f(x) = x−µ(ln x)β−1
+ p t_o
r�Ó8×�Ð¨Ó y vEo
r�Ó v y Ö Ú ×�Õ ¡ � Ë � Í � Ò Ï £ � r Ï x�r

α
Ï Ð
ÖÁÓ�u�Õ¡8x<Ó:¤ p t

1− α,
¡=£�¤ p tµ¤ Ï Ö¨ÓFx3o

δ �
¤ Ï�� Ó:Ö¨Ó:£:o Ï ¡Ko Ï|y £y� � Ë �! � v y ÕÕ y � Ð"výÖ y Ú � Ë � � � Ò Ï v � ÓWo6¡=Ñ/Ó Ï £:o y

¡�x�x y ×�£:olo
r�¡�olo$r�Ó �-¡ Ú�Ú ¡ vý×�£�x@o Ï|y £
Γ (z)

r�¡	Ðlu y Õ Ó(Ð y v ��Ö6Ð&o y Ö6¤�ÓÉÖ�¡Kowo
r�Ó u y	Ï £8o6Ð
z = 0,−1,−2, . . .

� Í Ò � � � �  � Ù � � � � � � � ��¦jr-×#Ð�Õ Ó Ú Ú ¡ Ï Ðju�Ö yK{ Ó:¤2�
�2Ó@o

AC[a,b] p ÓV¡Rx<Õ ¡	ÐÁÐ y v~vý×�£�x@o Ï|y £�Ð�¡ p Ð y Õ × oÁÓÉÕ|t x y £:o Ï £�× y ×�Ð y £
[a,b]

� ��Ò�� � � � � �� y Ö
n∈N, µ∈R

¡=£�¤
δ=xD (D=d/dx)

Ï £ � � � o
r�Ó:Ö¨Ó � ¡	Ð
¤�ÓÉ£ y o¨Ó:¤ p t
ACn

δ;µ[a, b]¡�xÉÕ¡/Ð¨ÐWvý×�£�x@o Ï|y £�Ð
g(x)

Ò2ÐH×�x�r o
r�¡�o
xµg(x)

r�¡/Ð
δ �

¤�ÓÉÖ Ïz{ ¡�o Ï|{ Ó:Ð+×Iu o y}y Ö6¤�ÓÉÖ
n − 1y £

[a, b]
¡	£�¤

δn−1[xµg(x)] ∈ AC[a, b].
��£ y ×�ÖRx:¡	Ð¨Ó y £ o
r�Ó r�¡	ÕCv Ù ¡K� Ï Ð

R+
� Ï o
r

0 < α < 1
o$r�ÓE¤�Ó@�#£ Ï o Ïzy £}oÁ¡=Ñ/Ó:Ð o$r�Ó v y Ö Ú

AC1
δ,µ(R+) ≡ ACµ(R+) = {h : R+ → C : xµh ∈ AC(R+), µ ∈ R}.

¦jr-×#ÐÉÒ~o$r�Ó xÉÕ¡/Ð¨Ð
ACµ(R+)

x y	Ï £�x Ï ¤�Ó(Ð � Ï o$r o
r�Ó�x<Õ ¡	ÐÁÐ y v«�2Ó p Ó��	×�Ó u�Ö Ï Ú Ï o Ïz{ Ó:Ð
vý×�£�x3o Ïzy £�Ðjv y Ö

xµf(x)
Û

f(x) ∈ ACµ(R+) ⇔ xµf(x) = c +

x
∫

0

ϕ(t) dt, ϕ(t) ∈ L(R+). � Ë � � �

�

�2Ó@oNx y £�Ð Ï ¤�Ó:Ö^o
r�Ó x y Ú u y Ð Ï o Ï|y £ y v�výÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	Õ Ï £:o¨Ó��/ÖÁ¡�o Ï|y £ y u#Ó:ÖÁ¡�o y ÖÁÐ
J α

0+, µ

¡=£�¤
¤ Ï � ÓÉÖÁÓÉ£:o Ï ¡	Õ y u�ÓÉÖ6¡Ko y ÖÁÐ

Dα
0+, µ

�

��� (�� � ( * -�� 2 ºÉ±
0 < α < 1, µ ∈ R, µ > 0, c ∈ R, µ > c, 1 < p <

1

α

Y¿gÀ�° ºÉ±
(J 1−α

0+, µy)(x)
	6º8±ý¸�º ��/À	=»�=Ä¨À���±³²���º ¶6Ä¨/®<±³¼½´Y¿gY°�¼¹¿�±�º 4=Ä¨=° ��� � Ë � ��/ ¶ y(x) ∈ Xp

c (R+)Y¿�À
(J 1−α

0+, µy)(x) ∈ ACµ(R+),
±¹¸�º<¿f±¹¸�º<Ä¨º�¸�´=° À�¾

(J α
0+, µD

α
0+, µ y)(x) = y(x) −

(

xµ(J 1−α
0+, µ y)(x)

)

(0+)

Γ (α)
x−µ (ln x)

α−1
+ , � Ë � � �

:�¸�ºÉÄ¨º�Â 	É² =¿�Y°´ 4	²p±�´ ��� � � � Â (

xµ(J 1−α
0+, µ y)(x)

)

(0+)
»�º6Y¿�¾�±ý¸�Y±�±ý¸�º °L¼¹» ¼¹±�¼ ¾

±Æ	�	ºÉ¿ =±ÔY° »�´Y¾6±«=°¹° ��´=¼¹¿�±Ê¾�´�¶E±ý¸�º�Ä�¼54(¸�± �Æ¾�¼½À/ºÁÀµ¿�ºÉ¼54�¸$	6´YÄ¨¸�´:´(À ´�¶
x = 0

�



��� � ����� ¼¹°
	6�¾6Â ���� ¼¹±Ê¼½´=¯�Ä¨
�ÔÄ¨´(´�¶ � � t � Ë � � � Ò'o$r�Ó vý×�£�x@o Ï|y £

(J 1−α
0+, µ y)(x)

xÉ¡	£ p ÓEÖ¨Ó�u�ÖÁÓ:Ð¨ÓÉ£:o Ï £}o
r�Ó v y Ö Ú Û

xµ(J 1−α
0+, µ y)(x) =

(

xµ(J 1−α
0+, µ y)(x)

)

(0+) +

x
∫

0

δ
(

tµ(J 1−α
0+, µ y(t)

) dt

t

=
(

xµ(J 1−α
0+, µ y)(x)

)

(0+) + xµ

x
∫

0

(

t

x

)µ

(Dα
0+, µ y)(t)

dt

t

=
(

xµ(J 1−α
0+, µ y)(x)

)

(0+) + xµ(J 1
0+, µD

α
0+, µ y)(x). � Ë � � Ì �

©"Ð Ï £$� o$r�Ó�¤ Ï Ö¨ÓFx3o¨Õ|t { ÓÉÖ Ï �#Ó:¤ Ó � ×�¡=Õ Ï o&t
x

∫

0

(

ln
x

t

)

−α

(ln t)α−1
+

dt

t
= Γ (1 − α)Γ (α), � Ë � �����

� r�ÓÉÖÁÓ
(ln t)

α−1
+

Ï Ð o
r�Ó oÁÖ¨×�£�xÉ¡�o¨Ó:¤�u y � Ó:Öjvý×�£�x3o Ïzy £ � Ë � ��� Ò'výÖ y Ú � Ë � � Ì � � Ówr#¡ { Ó

xµ(J 1−α
0+, µ y)(x) =

(

xµ(J 1−α
0+, µ y)(x)

)

(0+)

Γ (1 − α)Γ (α)

× xµ

x
∫

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)

−α

t−µ (ln t)
α−1
+

dt

t
+ xµ(J 1

0+, µD
α
0+, µy)(x)

=

(

xµ(J 1−α
0+, µy)(x)

)

(0+)

Γ (α)
xµ

(

J 1−α
0+, µt−µ (ln t)

α−1
+

)

(x)

+ xµ
(

J 1−α
0+, µJ

α
0+, µD

α
0+, µ y

)

(x).

s«ÓÉ£�x<Ó

xµJ 1−α
0+,µ

(

y(x)− (J α
0+,µD

α
0+,µy)(x)−

(

xµ(J 1−α
0+,µy)(x)

)

(0+)

Γ (α)
x−µ

(

ln x
)α−1

+

)

= 0.

��£ ¡�x�x y Ö6¤�¡=£�x<Ó � Ï o$r o
r�Ó+o
r�Ó y ÖÁÓ Ú y £ Ï £ { ÓÉÖ6Ð Ïzy £ y v~o
r�ÓWs+¡	¤�¡ Ú ¡=Ö6¤ Ù o&t'u�ÓjvýÖÁ¡8x3o Ïzy £�¡=Õ
Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=Õ ��� � Ë � Ï £

Xp
c

� ��Ò�¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú Ë�� Ò � Ó ¤�Ó:¤�×�x<ÓJo$r�¡Ko
J α

0+, µϕ = 0, ϕ ∈ Xp
c ,

Ï v
¡=£�¤ y £�Õ|t Ï v

ϕ(t) ≡ 0,
o$r�×�Ð � Ó y p oÁ¡ Ï £�v y Ö Ú ×�Õ¡ � Ë � � � � �

�jc����jkWn�� ��� �eWm � h���f��	�
	1�NkWm � � 
����3����� gIh� �&� � �NeWi h�� f��	�
� h)�Df��>g�g���� hMe�� n
e	�!��g d8eMf��! g��������jk�� fIn h"e
��£ o
r Ï Ð�ÐHÓFx3o Ïzy £ � Ó u�Ö yK{ Ó o
r#¡Ko_o$r�Ó �Ô¡=×�x�r't Ù o&t'u�Ó�u�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � ��� ��� �! � ¡=£�¤ o$r�Ó
£ y £�Õ Ï £�Ó:¡	Ö � y ÕCoÁÓÉÖÁÖÁ¡ Ï £8oÁÓ��/ÖÁ¡	Õ�Ó � ×#¡Ko Ï|y £ ��� � � � ¡	Ö¨Ó Ó � × Ï|{ ¡=ÕÓÉ£:o Ï £ o
r�Ó�Ð¨ÓÉ£#ÐHÓ o
r#¡Ko Ï v
y(x) ∈ Xp

c (R+)
ÐÁ¡Ko Ï Ð ��Ó:Ð y £�Ó y v o$r�Ó:Ð¨Ó ÖÁÓÉÕ ¡Ko Ïzy £�Ð o
r�ÓÉ£ Ï o ¡=Õ Ð y Ð¨¡�o Ï Ð&��Ó(Ð�¡	£ y o$r�ÓÉÖ

y £�Ó/�



·�=Ä¨®6¸�Y¯�À�����/À	Y»�YÄÁÀ�� � ²���º�¬2Ä¨/®<±³¼½´Y¿gY°���¼ 	"ºÉÄ¨º<¿#±Ê¼½=°�
�É¯�Y±³¼½´Y¿�¾ ��� �
��� (�� � ( * 0~� 2 ºÉ±

0 < α < 1, µ ∈ R, µ > 0, c ∈ R, µ > c, 1 < p <
1

α

�
2 ºÉ±

G
	6º Y¿p´ ��ºÉ¿ ¾ÉºÉ±«¼¹¿

R
=¿�À °º<±

f : R+ × G → R
	6ºµ�¶6¯�¿�®É±Ê¼½´=¿�¾6¯�®6¸ ±ý¸�=±

f(x, y) ∈ Xp
c, 0(R+)

¶<´YÄ�=¿�²
y ∈ G.

/ ¶
y(x) ∈ Xp

c (R+)
ÂE±¹¸�º<¿

y(x)
¾ÉY±³¼ ¾��Ôº�¾

 � º � ±ý¸�º Ä¨ºÉ° Y±³¼½´Y¿�¾ ��� � � � Y¿gÀ ��� �! � ¼ ¶ Y¿�À¥´Y¿#°L² ¼ ¶
y(x)

¾É=±Ê¼ ¾�� º<¾  � º � ±ý¸�º�¼¹¿�±�º 4=ÄÁY°
º��É¯�Y±³¼½´Y¿ ��� � � � �
�ÔÄ¨´(´�¶ � � Ï Ö6Ð o � ÓUu�Ö yK{ Ó o
r�Óp£�Ó�xÉÓ:ÐÁÐ Ï o&t	���2Ó�o vý×�£�x@o Ï|y £

y(x) ∈ Xp
c (R+)

Ð¨¡�o Ï Ð Ù
��Ó:Ð ��� � � � ¡=£�¤ ��� �! � �y� v

f(x, y) ∈ Xp
c, 0(R+)

v y Ö ¡=£'t
y ∈ G

Òo$r�ÓÉ£
f(x, y)

¡	ÕÐ y
p Ó:Õ y £$�/Ð o y o$r�Ó�Ð
u�¡�xÉÓ

X1
µ(R+)

����£�¤�ÓÉÓ:¤2Ò�×�Ð Ï £$� s y Õ ¤�ÓÉÖ�� Ð Ï £�Ó � ×#¡=Õ Ï o&t � Ó r�¡ { Ó

‖f‖X1
µ

=

∞
∫

0

|xµ−1 f(x)| dx =

∞
∫

0

|xc f(x)
1

x1/p
xµ−c 1

x1/p′
| dx

6

(

∞
∫

0

|xc f(x)|p
dx

x

)1/p(
∞
∫

0

dx

x(c−µ)p′+1

)1/p′

,

� r�ÓÉÖÁÓ
p′ = p/(p − 1)

¡=£�¤
(c − µ)p′ + 1 < 1,

Ð Ï £�x<Ó
0 < α < 1, µ > c

¡=£�¤

1<p<
1

α

� � Ö y Ú r�ÓÉÖÁÓ"¡=£�¤ výÖ y Ú o
r�Ó�¤�Ó@�#£ Ï o Ïzy £ y v4o
r�Ó"Ð u#¡�x<Ó
Xp

c, 0(R+)
Ï o"v y ÕÕ y � ÐÉÒ

o
r�¡�o
‖f‖X1

µ
< ∞,

o$r�¡Ko Ï Ð
f(x, y) ∈ X1

µ(R+)
�   y o
r�Ó�Ó � ×�¡Ko Ïzy £ ��� � � � Ú Ó:¡	£�Ð

o
r�Ó Ó�� Ï Ð o¨Ó:£�x<Ó y vMo$r�Ó výÖ6¡�x3o Ïzy £�¡=Õê¤�ÓÉÖ Ïz{ ¡Ko Ïz{ Ó " α
0+, µ ∈ X1

µ(R+)
y £ o
r�Ó r�¡=Õzv Ù ¡�� Ï Ð

R+
��¦jr�Ó:£ p t ��� � ��� Ò ��� � � � ¡=£�¤ � Ë � � � (J 1−α

0+, µy)(x) ∈ ACµ(R+)
Ò ¡=£�¤ r�Ó:£�x<Ó � Ó

xÉ¡=£�¡�uIu�Õ|t ¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú � �/�WuIu�Õ|t Ï £$�qo$r�Ó y u#Ó:ÖÁ¡�o y Ö
J α

a+, µ

o y p y o
r Ð Ï ¤�Ó:Ð y v ��� � � � Ò=×�Ð Ù
Ï £$� � Ë � � � Ò ��� �� � ¡	£�¤��yÓ Ú�Ú ¡ � � Ó y p oÁ¡ Ï £�Ó � ×�¡Ko Ïzy £ ��� � � � ÒY¡=£#¤qr�ÓÉ£�x<ÓMo
r�Ó £�Ó�xÉÓ:ÐÁÐ Ï o&t
Ï Ð u�Ö yK{ Ó:¤ �

� y � � ÓRu�Ö yK{ ÓJo
r�Ó�Ð¨×���x Ï ÓÉ£�x�t	� �2Ó�o
y(x) ∈ Xp

c (R+)
ÐÁ¡Ko Ï Ð ��Ó:Ð�¡�� Ó	�Eo
r�Ó Ó � ×�¡ Ù

o Ï|y £ ��� � � � �y�WuIu�Õ|t Ï £$� o
r�Ó y u#Ó:ÖÁ¡�o y Ö " α
0+, µ

o y o$r�Ó p y o
r Ð Ï ¤�Ó:Ð y v ��� � � � ¡=£�¤ ×�Ð Ù
Ï £$� � Ë � � � ¡	£�¤ � Ë � ����� � Óqx y Ú Ówo y Ó � ×�¡Ko Ïzy £ ��� � � � �

� y � � Ó Ð r y � o$r�¡Kolo
r�Ó Ö¨Ó:Õ¡�o Ï|y £�Ð Ï £ ��� �! � ¡	Ö¨Ó ¡=Õ Ð y�{ ¡	Õ Ï ¤ � � y Ölo
r Ï Ð � Ó�¡�uIu�Õ|t
o
r�Ó y u#Ó:ÖÁ¡�o y Ö

J 1−α
0+, µ

o y p y o$r Ð Ï ¤�Ó:Ð y v ��� � � � �y¦jr�Ó:£�×�Ð Ï £$� � Ë � � � ¡	£�¤ � Ë � ����� ¡=£�¤
oÁ¡=Ñ Ï £$�f¡fÕ Ï Ú Ï o�¡/Ð

x → 0+
¡�� Ó	� � Ó y p oÁ¡ Ï £ ÖÁÓÉÕ ¡Ko Ïzy £ ��� �� � �
¦jr�×�Ð�ÐH×���x Ï Ó:£�x@t Ï Ðu�Ö yK{ Ó:¤ � r Ï x�r x y Ú u�ÕÓ@o¨Ó(Ð o
r�Óqu�Ö y'y v y v o
r�Ó o$r�Ó y Ö¨Ó Ú �

� r�ÓÉ£
µ = 0

Ò:výÖ y Ú ¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú Ë � Ó y p oÁ¡ Ï £�o$r�Óqx y Ö¨ÖÁÓ:Ð
u y £�¤ Ï £$��ÖÁÓ:Ð¨×�ÕzoÁÐMv y Ö o$r�Ó
�Ô¡=×�x�r't Ù o&t'u�Ólu�Ö y p Õ Ó Ú ��� � � ��� � �

��� (�� � ( * 6>� 2 ºÉ±
0 < α < 1, c∈R, c < 0, 1 < p <

1

α

��2 ºÉ±
G

	ÁºµY¿ ´���ºÉ¿�¾<ºÉ±
¼¹¿

R
=¿�À�°º<±

f : R+ × G → R
	6º «¶6¯�¿g®<±³¼½´Y¿f¾�¯�®Á¸�±¹¸�Y±

f(x, y) ∈ Xp
c, 0(R+)

¶<´YÄ
Y¿�²

y ∈ G.
/ ¶

y(x) ∈ Xp
c (R+)

ÂÔ±ý¸�ºÉ¿
y(x)

¾<=±Ê¼ ¾��Ôº�¾  � º � ±ý¸�º�Ä¨º<°Y±³¼½´Y¿�¾ ��� � ����� ¼ ¶
Y¿�À¢´Y¿#°L² ¼ ¶

y(x)
¾ÉY±³¼ ¾�� º<¾E � º � ±¹¸�º	�#´=°L±ÆºÉÄ�Ä¨ ¼¹¿�±�º 4	Ä¨=°�º �<¯�=±Ê¼½´=¿

y(x) =
b

Γ (α)
(ln x)α−1

+ +
1

Γ (α)

∫ x

0

(

ln
x

t

)α−1

f [t, y(t)]
dt

t
.



�/Í=Ì ����� ¼¹°
	6�¾6Â ���� ¼¹±Ê¼½´=¯�Ä¨
�+c����+n��8f��elm � �NeWi��]eln �jk	� e	����� h ��f��	�
	 h)�
k fIn&hMe h�� f��	�
	1�NkWm�� � 
���3����� gIh� � � �
��£�o$r Ï Ð«ÐHÓFx3o Ïzy £ � ÓVÓ:Ð oÁ¡ p Õ Ï Ð
r�o$r�ÓEÓ@� Ï Ð&oÁÓÉ£�xÉÓ y v
¡�×�£ Ï�� ×�Ó�Ð y Õ × o Ïzy £ y v o$r�Ó��Ô¡=×�x�r:t Ù
o&t:u�Ó"u�Ö y p Õ Ó Ú ��� � � � � ��� �� � Ï £ o
r�Ó x<Õ ¡	ÐÁÐ

Xp, α
c, 0 (R+)

×�£�¤�ÓÉÖ�x y £#¤ Ï o Ïzy £�Ð y v�¦jr�Ó y Ö¨Ó Ú Ë
¡=£�¤j¡	£j¡	¤�¤ Ï o Ïzy £�¡=ÕV� Ï u�Ð$x�r Ï o �ÉÏ ¡=£]x y £�¤ Ï o Ï|y £ y £

f [x, y(x)] � Ï o
rjÖÁÓ:Ð
u#ÓFx3o�o y o$r�Ó
ÐHÓFx y £#¤ { ¡	Ö Ï ¡ p ÕÓ	ÛIo
r�Ó:Ö¨Ó�Ó�� Ï Ð oÁÐ+¡ x y £#Ð&o6¡=£:o

A>0
Ð¨×�x�r o
r#¡Ko:Ò�v y Ö"¡	Õ Õ

x∈R+
¡	£�¤�¡=ÕÕ

y, y1⊂G∈R
Ò � Óqr�¡ { Ó

|f [x, y(x)] − f [x, y1(x)]| 6 A|y(x) − y1(x)| (A > 0). � � � ���
¦ y u�Ö yK{ ÓRo
r�Ó�Ó�� Ï Ð o¨Ó:£�x<Ó ¡	£�¤�×�£ Ï � ×�Ó:£�Ó:ÐÁÐ y v�¡ Ð y Õ× o Ï|y £ y v o
r�Ó �Ô¡	×�x�r't

�
o&t'u#Ó

u�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � � � ��� �� � � ÓE×#ÐHÓqo$r�Ó���¡=£#¡�x�r}o
r�Ó y ÖÁÓ Ú y v��I��Ó:¤ u y	Ï £:o y v x y £8oÁÖÁ¡8x3o Ï £$�
Ú ¡�uIu Ï £$� � � � �
���������������������� ¦jr�Ó Ú ¡�uIu Ï £$�

f : (X, ρX)→(X, ρX)
Ï Ð}x y £:o¨Ö6¡�x@o Ï £$��Ò Ï v_o
r�Ó:Ö¨Ó

Ó@� Ï Ð oÁÐ8¡ x y £�Ð oÁ¡	£8o
0≤α<1

Ð¨×�x�r}o
r#¡Kojv y Ö"¡	£'t
x1, x2∈X

o
r�ÓÉÖÁÓwr y Õ ¤�Ð

ρ (f(x1), f(x2)) ≤ αρ(x1, x2).

¦jr-×#ÐÉÒ x y £:o¨Ö6¡�x3o Ï £ � Ú ¡�uIu Ï £$� Ï Ð�¡ Ú ¡�uIu Ï £$��Ð¨¡�o Ï Ð&v�t Ï £$� � Ï u#Ð
x�r Ï o �:Ï ¡	£�x y £�¤ Ï o Ï|y £
� Ï o$rq¡ x y £�Ð&o6¡=£:o

α<1
�ê �×�x�rq¡ Ú ¡�uIu Ï £$� Ï Ð�¡	Õ � ¡�t�Ð_x y £:o Ï £�× y ×�Ð�¡	£�¤ ×�£ Ï v y Ö Ú Õ|t

x y £:o Ï £�× y ×�ÐÉ�
��� (�� � ( * 8� � ��¡=£�¡8x�r � � ®6´Y¿�±³Ä¨/®<±³¼¹¿ 4p»��� �g¼¹¿ 4 ¸��¾ ´=¿�º�Y¿gÀp´=¿�°L² ´Y¿�º ���-º6À
��´=¼¹¿�±Ô¼¹¿ µ®6´=» �g° º<±�º�»�ºÉ±ÊÄ�¼½®�¾���/®6º �
 ´=Ä¨´Y°¹°YÄ�²�! �  �×�x�x<Ó(Ð¨Ð Ïz{ Ó ¡�uIu�Ö y � Ï Ú ¡�o Ï|y £�Ð

xn=f(xn−1) (n∈N)
x y £ { ÓÉÖ#�	ÓRo y o$r�Ó

�I��Ó:¤ u y	Ï £8o
a

y v Ú ¡�uIu Ï £$�
f

v y Ö ¡=£'t Ï £ Ï o Ï ¡=Õ ¡�uIu�Ö y � Ï Ú ¡Ko Ïzy £
x0

� Î y ÖÁÓ yK{ ÓÉÖ(Ò�o$r�Ó
v y ÕÕ y � Ï £$� ÓÉÖÁÖ y ÖÔÓ(Ð&o Ï Ú ¡�o¨Ó Ï Ð { ¡	Õ Ï ¤ Û

ρ(xn, a) ≤
αn

1 − α
ρ(x0, f(x0)) (n∈N).

��� (�� � ( *#" � 2 ºÉ±
0 < α < 1, µ ∈ R, µ > 0, c ∈ R, µ > c, 1 < p <

1

α
.

2 ºÉ±
G

¼ ¾ Y¿R´���ºÉ¿p¾ÉºÉ±E¼¹¿
R

Y¿gÀ ° ºÉ±
f : R+ × G → R

	6º¥¾�¯�®Á¸¢¶6¯�¿g®<±³¼½´Y¿�±ý¸�=±
f(x, y) ∈ Xp

c, 0(R+)
¶<´YÄ Y°¹°

y ∈ G
=¿�Àµ®6´=¿�ÀY¼¹±³¼½´Y¿ � � � ��� =¿�Àµ±¹¸�º�¼¹¿gº��É¯�Y° ¼¹±Ê²

A(µ − c)−α < 1 � � � Ë �
YÄ¨º8¾<=±Ê¼ ¾��ÔºÁÀ � � ¸�ºÉ¿ ±¹¸�º<ÄÁº"º$�	¼ ¾�±Ê¾�V¯�¿#¼��<¯�º�¾<´=°L¯�±³¼½´Y¿

y(x)
´�¶Ô±ý¸�º  =¯�®Á¸�²���±Ê²���º ��Ä¨´ 	 �

° º<» ��� � � �&% ��� �� � ¼¹¿�±ý¸�ºE¾���/®Áº
Xp, α

c, 0 (R+)
�

�ÔÄ¨´(´�¶ � � Ï Ö6Ð o � Ó u�Ö yK{ Ó�o
r�Ó�Ó�� Ï Ð o¨ÓÉ£�x<Ó y vV¡f×�£ Ï � ×�Ó�Ð y Õ× o Ïzy £
y(x) ∈ Xp

c (R+).� x�x y ÖÁ¤ Ï £$� o y ¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú Ë Ï o Ï Ð Ð¨×���x Ï ÓÉ£:o o y u�Ö yK{ Ó�o
r�Ó�Ó@� Ï Ð o¨Ó:£�x<Ó y vV¡ ×�£ Ï�� ×�Ó
Ð y Õ × o Ïzy £

y(x) ∈ Xp
c (R+)

y v>o$r�ÓV£ y £�Õ Ï £�Ó:¡	Ö � y ÕCoÁÓÉÖÁÖÁ¡ Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=Õ�Ó � ×�¡�o Ï|y £ ��� � � � � � y Ö
o
r Ï Ð � Ó�×�Ð¨ÓWo$r�ÓE�Ô¡	£�¡�x�r ����Ó(¤ u y	Ï £:o�¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú � v y ÖMo
r�ÓEÐ
u�¡�xÉÓ

Xp
c (R+) � r Ï x�r Ï Ðo
r�ÓJx y Ú u�ÕÓ@o¨Ó Ú Ó@oÁÖ Ï xEÐ
u�¡�xÉÓ � Ï o
r}o$r�Ó�¤ Ï Ð&o6¡=£�xÉÓ



·�=Ä¨®6¸�Y¯�À�����/À	Y»�YÄÁÀ�� � ²���º�¬2Ä¨/®<±³¼½´Y¿gY°���¼ 	"ºÉÄ¨º<¿#±Ê¼½=°�
�É¯�Y±³¼½´Y¿�¾ �/Í �

d(y1, y2) = ‖y1 − y2‖Xp

c
≡

(

∞
∫

0

|tc(y1(t) − y2(t))|
p dt

t

)1/p

.

� Ó Ö¨Ó � Ö Ï o¨ÓRo
r�Ó Ï £:o¨Ó��/ÖÁ¡	Õ�Ó � ×�¡Ko Ïzy £ ��� � � � Ï £ o$r�Ó_v y Ö Ú
y(x) = (Ty)(x)

Ò � r�Ó:Ö¨Ó
TÏ Ðjo$r�Ó y u�ÓÉÖ6¡Ko y Ö Ï £}o$r�ÓEÖ Ï ��r:o Ù r�¡	£�¤µÐ Ï ¤�Ó y v ��� � � � Û

(Ty) (x) = y0(x) +
1

Γ (α)

∫ x

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)α−1

f [t, y(t)]
dt

t
, � � � � �

� Ï o$r
y0(x) =

b

Γ (α)
x−µ(ln x)α−1

+ . � � � � �
�2Ó@o�£ y � Ð
r y � o
r#¡Kowo
r�Ó y u�ÓÉÖ6¡Ko y Ö

T
Ú ¡�u�ÐWo
r�Ó�Ð u#¡�x<Ó

Xp
c (R+)

Ï £:o y¥Ï oÁÐ¨ÓÉÕzv���� v
y(x)∈Xp

c (R+)
Ò�o
r�Ó:£ Ï o Ï ÐêÐH× � x Ï Ó:£:oNo y u�Ö yK{ ÓMo
r�¡�o

(Ty) (x) ∈ Xp
c (R+)

�	� oNv y ÕÕ y � Ð
výÖ y Ú � � � � � o
r�¡�o

y0(x) ∈ Xp
c (R+)

�%  Ï £�x<Ó
f(x, y(x)) ∈ Xp

c, 0(R+) ⊂ Xp
c (R+),o
r�Ó:£ p t¥�yÓ Ú�Ú ¡ � o
r�Ó Ï £:oÁÓ��	Ö6¡=Õ Ï £ o$r�Ó�Ö Ï �8r:o Ù r�¡=£�¤ Ð Ï ¤�Ó y v � � � � � ¡	ÕÐ y p Ó:Õ y £$�/Ð+o yo
r�Ó�Ð
u�¡�xÉÓ

Xp
c (R+)

Ò�¡	£�¤�r�ÓÉ£�xÉÓ	Ò
(Ty) (x) ∈ Xp

c (R+)
�

� y � ¡�uIu�Õ|t Ï £$� �yÓ Ú�Ú ¡ � ¡=£�¤¥×�Ð Ï £$� o
r�Ó�� Ï u#Ð
x�r Ï o �:Ï ¡	£ x y £#¤ Ï o Ïzy £ � � � ��� v y Ö"¡=ÕÕ
y1(x), y2(x)∈Xp

c (R+)
Ò � Ó r�¡ { Ó/Û

‖(Ty1)(x) − (Ty2)(x)‖Xp

c (R+)

=

∥

∥

∥

∥

1

Γ (α)

∫ x

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)α−1

(f [t, y1(t)] − f [t, y2(t)])
dt

t

∥

∥

∥

∥

Xp

c (R+)

6 (µ − c)−α ‖f [t, y1(t)] − f [t, y2(t)]‖Xp

c (R+)

6 A(µ − c)−α ‖y1(t) − y2(t)‖Xp

c (R+) .

��£ ¡8x�x y ÖÁ¤�¡=£�xÉÓ � Ï o
r � � � Ë � ¡	£�¤ ¦jr�Ó y Ö¨Ó Ú � o$r�ÓÉÖÁÓqÓ@� Ï Ð oÁÐ ¡�×�£ Ï � ×�Ó vý×�£�x@o Ï|y £
y?(x)∈Xp

c (R+)
ÐH×�x�r o$r�¡Ko

(Ty?)(x)=y?(x)
Ò ¡=£#¤ r�ÓÉ£�xÉÓ y vwo
r�Ó Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=Õ8Ó � ×#¡ Ù

o Ï|y £�Ð ��� � � � ��Mt~¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú � Ò o
r�Ó Ð y Õ× o Ïzy £
y∗

Ï Ð ¡[Õ Ï Ú Ï o y v ¡ x y £ { ÓÉÖ#�	ÓÉ£�x<Ó Ð¨Ó � ×�Ó:£�x<Ó
(T my∗

0)(x)
Û

lim
m→∞

‖(T my∗

0)(x) − y∗(x)‖Xp

c (R+) = 0, � � � Í �
� r�ÓÉÖÁÓ

y∗

0(x)
Ï Ð8¡=£'t vý×�£�x@o Ï|y £ Ï £

Xp
c (R+)

��� v
b 6= 0

Ï £�o
r�Ó Ï £ Ï o Ï ¡=Õ>x y £�¤ Ï o Ï|y £ ��� �! � Ò� ÓqxÉ¡	£ o6¡=Ñ/Ó
y∗

0(x) = y0(x) � Ï o$r
y0(x)

¤�Ó���£�Ó:¤ p t � � � � � ��Mt � � � � � o$r�Ó�Ð¨Ó � ×�ÓÉ£�x<Ó
(T my∗

0)(x)
Ï Ð«¤�Ó���£�Ó(¤ p t ÖÁÓ�xÉ×�ÖÁÖ¨Ó:£8o v y Ö Ú ×�Õ¡/Ð

(T my∗

0)(x) = y0(x) +
1

Γ (α)

∫ x

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)α−1

f [t, (T m−1y)(t)]
dt

t

(m = 1, 2, . . .).

� v � ÓE¤�ÓÉ£ y o¨Ó
ym(x) = (T my∗

0)(x)
Ò�o
r�Ó:£ o
r�ÓVÕ ¡	Ð o«Ö¨Ó:Õ¡�o Ï|y £�o6¡=Ñ/Ó:Ð o
r�Ó v y Ö Ú

ym(x)=y0(x)+
1

Γ (α)

∫ x

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)α−1

f [t, ym−1(t)]
dt

t
(m=1, 2, . . .)

� � � � �



�/Í	Ë ����� ¼¹°
	6�¾6Â ���� ¼¹±Ê¼½´=¯�Ä¨
¡=£�¤ � � � Í � Ï Ð�ÖÁÓ � Ö Ï o
o¨Ó:£¥¡/Ð

lim
m→∞

‖ym(x) − y∗(x)‖Xp

c (R+) = 0. � � �! �
¦jr Ï Ð Ú Ó:¡	£�ÐWo
r�¡�o � Ó ÖÁÓ:¡	Õ Õ|t�¡�uIu�Õzt}o
r�Ó Ú Ó@o$r y ¤ y v Ð¨×�x�xÉÓ:ÐÁÐ Ï|{ Ó�¡�uIu�Ö y � Ï Ú ¡Ko Ïzy £ o y��£�¤µ¡�×�£ Ï�� ×�Ó�Ð y Õ× o Ïzy £

y∗(x)
y v>o
r�Ó Ï £8oÁÓ��/ÖÁ¡	Õ#Ó � ×#¡Ko Ï|y £ ��� � � � y £

R+
��¦jr�×�Ð:Ò8o
r�Ó:Ö¨Ó

Ó@� Ï Ð oÁÐÔ¡�×�£ Ï � ×�ÓVÐ y Õ× o Ï|y £
y(x)∈Xp

c (R+)
y v>o
r�Ó � y ÕCoÁÓÉÖÁÖÁ¡ Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=Õ�Ó � ×�¡Ko Ïzy £ ��� � � � Ò¡=£�¤�r�ÓÉ£�x<Ó y v^o
r�Ó �Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u�Ówu�Ö y p Õ Ó Ú ��� � � ��� ��� �! � �¦ y x y Ú u�Õ Ó�o¨ÓRo
r�Ó u�Ö y'y v y v"o
r�Ó y ÖÁÓ Ú � Ó�Ð r y � o
r�¡�oEÐ¨×�x�r ¡=£�×�£ Ï � ×�Ó�Ð y Õ× o Ï|y £

y(x) ∈ Xp
c (R+) p ÓÉÕ y £$�-Ð o y o$r�ÓµÐ
u�¡�xÉÓ

Xp, α
c, 0 (R+)

�y��£ ¡�x�x y Ö6¤�¡=£�x<Ó � Ï o$r ��� � � Ì � ÒÏ o Ï Ð«Ð¨×���x Ï ÓÉ£:o+o y u�Ö yK{ Ówo
r�¡�o ( " α
0+, µy

)

(x)∈Xp
c, 0(R+)

�#� t ��� � � � ¡=£�¤ � � � ��� Ò � Ó
r�¡ { Ó/Û

∥

∥ " α
0+, µym − " α

0+, µy
∥

∥

Xp

c

6 ‖f [t, ym] − f [t, y]‖Xp

c
6 A‖ym − y‖Xp

c
.

¦jr-×#ÐÉÒ p t � � �! �
lim

m→∞

∥

∥ " α
0+, µym − " α

0+, µy
∥

∥

Xp

c

= 0,

¡=£�¤ r�Ó:£�x<Ó ( " α
0+, µy

)

(x) ∈ Xp
c (R+)

� � o_v y ÕÕ y � Ð výÖ y Ú Ó � ×�¡Ko Ïzy £ ��� � � � ¡=£�¤ o$r�Ó
¤�Ó@��£ Ï o Ïzy £ y v o
r�ÓfÐ u�¡8x<Ó

Xp
c, 0(R+)

o
r�¡�o ( " α
0+, µy

)

(x) ≡ 0
v y Ö Õ¡	Ö �/Ó ÓÉ£ y ×$��r

x > R.
¦jr�ÓÉ£2Ò ( " α

0+, µy
)

(x)∈Xp
c, 0(R+)

��¦jr Ï ÐMx y Ú u�ÕÓ@oÁÓ:Ð"o
r�Ólu�Ö y'y v y v~o
r�Ó y ÖÁÓ Ú �
� r�ÓÉ£

µ = 0
Ò�výÖ y Ú ¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú Í ¡	£�¤ ¦jr�Ó y Ö¨Ó Ú � � Ó y p oÁ¡ Ï £Ro
r�Ó+x y ÖÁÖ¨Ó(Ð u y £�¤ Ï £$�

Ö¨Ó(ÐH×�ÕzoÁÐ v y Öjo
r�Ó��Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u�Ólu�Ö y p Õ Ó Ú ��� � � ��� � �

��� (�� � ( *�� � 2 ºÉ±
0 < α < 1, c∈R, c < 0, 1 < p <

1

α
.
2 ºÉ±

G
¼ ¾ Y¿ ´ ��ºÉ¿ ¾<ºÉ±

¼¹¿
R

=¿�À�°º<±
f : R+ × G → R

	6º�¾�¯�®Á¸�"¶6¯�¿g®<±³¼½´Y¿f±¹¸�Y±
f(x, y) ∈ Xp

c, 0(R+)
¶<´YÄ

Y°¹°
y ∈ G

=¿�À�±ý¸�º ®6´Y¿gÀY¼¹±³¼½´Y¿ � � � ��� Y¿gÀ ±ý¸�º�¼¹¿�º �É¯�Y°L¼¹±³²

A(−c)−α < 1 � � � � �
YÄ¨º8¾<=±Ê¼ ¾��ÔºÁÀ � � ¸�ºÉ¿ ±¹¸�º<ÄÁº"º$�	¼ ¾�±Ê¾�V¯�¿#¼��<¯�º�¾<´=°L¯�±³¼½´Y¿

y(x)
´�¶Ô±ý¸�º  =¯�®Á¸�²���±Ê²���º ��Ä¨´ 	 �

° º<» ��� � ����� ¼¹¿�±ý¸�º�¾ ��	®6º
Xp, α

c, 0 (R+)
�

�jc 	jh)� k+fIn&h"e h���	1�Nklm�� � 
���3����� gIh  �&� � �$h"g��Rn e	� �^g
� g��NmEfIn&h"e�����"]n&#%�>g��eMfIn&��� ���jk	�^fIn&hMe
��£�o
r Ï ÐÔÐHÓFx3o Ïzy £ � Ó�Ð r y � o
r�¡�oÔÐ y Õ× o Ï|y £ Ï £�xÉÕ y ÐHÓ(¤ v y Ö Ú y v~o$r�Ó �Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u�Ó+u�Ö y p Ù
Õ Ó Ú ��� � � Ë � Ï Ð
Ó��'u�Ö¨Ó(Ð¨Ð¨Ó:¤ Ï £ oÁÓÉÖ Ú Ð y v4o
r�Ó Î�Ï o oÁ¡�� Ù �2Ó���Ó:Ö�vý×�£�x@o Ï|y £

Eα,β(z)
¤�Ó@��£�Ó:¤

v y Ö+x y Ú u�Õ Ó��
z ∈ C

¡=£#¤ u y Ð Ï o Ïz{ Ó
α > 0

¡=£#¤
β > 0 p t � � Ò� �Ó�x3o Ïzy £ � ��� � �

Eα,β(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ (αk + β)
. � Í � ���

�Mtq¦jr�Ó y Ö¨Ó Ú Ë Ò Ï v
f(x) ∈ Xp

c,0(R+)
Ò"o
r�Ó:£jÐ y Õ × o Ïzy £�Ð y vwo$r�Ó �Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u#Ó

u�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � Ë � ¡	£�¤ y v o$r�ÓEÕ Ï £�Ó(¡=Ö�� y Õzo¨Ó:Ö¨Ö6¡ Ï £:oÁÓ��	Ö6¡=ÕgÓ � ×#¡Ko Ï|y £



·�=Ä¨®6¸�Y¯�À�����/À	Y»�YÄÁÀ�� � ²���º�¬2Ä¨/®<±³¼½´Y¿gY°���¼ 	"ºÉÄ¨º<¿#±Ê¼½=°�
�É¯�Y±³¼½´Y¿�¾ �/Í��

y(x)=
b

Γ (α)
x−µ(ln x)α−1

+ +
1

Γ (α)

∫ x

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)α−1

[λy(t)+f(t)]
dt

t
� Í � Ë �

¡=ÖÁÓ�Ó � × Ïz{ ¡	Õ Ó:£8o(�
� ×�Ö
o
r�Ó:Ö:ÒFo$r�Ó x y £�¤ Ï o Ïzy £ � � � ��� Ï Ð vý×�Õz��Õ ÕÓ:¤ � Ï o
r

A = |λ|
¡	£�¤qo$r�Ó x y £#¤ Ï o Ïzy £ � � � Ë �oÁ¡=Ñ/Ó:Ð o$r�Ó v y Ö Ú

|λ|(µ − c)−α < 1. � Í � � �
¦jr-×#ÐÉÒ Ï v"o
r Ï Ðqx y £�¤ Ï o Ï|y £ Ï ÐEÐÁ¡Ko Ï Ð ��Ó(¤ ÒEo
r�Ó:£2Ò Ï £�¡�x�x y ÖÁ¤�¡	£�x<Ó � Ï o$r ¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú Í Ò�o$r�Ó
�Ô¡=×�x�r't Ù o&t'u�Ó+u�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � Ë � r#¡	ÐÔ¡�×�£ Ï�� ×�Ó+Ð y Õ× o Ïzy £

y(x) ∈ Xp, α
c, 0 (R+)

� � ÓW��£�¤
o
r�ÓEÓ��'u�Õ Ï x Ï o v y Ö Ú y v^o
r Ï Ð8Ð y Õ× o Ï|y £�v y ÕÕ y � Ï £$� o$r�Óqu�Ö y:y v y v ¦jr�Ó y ÖÁÓ Ú Í �

� Ï Ö6Ð&o � Ó x y £�Ð Ï ¤�ÓÉÖjo$r�Óqr y Ú y �	ÓÉ£�Ó y ×#Ð��Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u#Ówu�Ö y p ÕÓ Ú
(f(x) ≡ 0)

Û






( " α
0+, µ y)(x) = λy(x) (0 < α < 1; λ ∈ R),

(xµJ 1−α
0+, µ y)(0+) = b, b ∈ R,

� Í � � �
x y ÖÁÖÁÓ:Ð
u y £�¤ Ï £$� o y ��� � � Ë � ��� t_o$r�Ó�¤�Ó@��£ Ï o Ï|y £ ��� � Ë � Ò � Ó"ÖÁÓ � Ö Ï o¨Ó+o$r�Ó"ÖÁÓÉÕ ¡Ko Ïzy £�Ð � � � � �Ï £}o
r�Ó v y Ö Ú

ym(x) = y0(x) + λ(J α
0+, µ ym−1)(x) (m = 1, 2, . . .), � Í � Í �

� r�ÓÉÖÁÓ
y0(x)

Ï Ð�¤�Ó@�#£�Ó:¤ p t � � � � � ��©"Ð Ï £$� � Í � Í � � Ï o
r
m = 1

¡=£�¤ � � � � � ¡=£�¤ oÁ¡	Ñ Ù
Ï £$� � Ë � Í � Ï £:o y ¡�x�x y ×�£8o(Ò � Ó r�¡ { Ó

y1(x)=y0(x) + λ(J α
0+, µ y0)(x) = b x−µ

[

1

Γ (α)
(ln x)α−1

+ +
λ

Γ (2α)
(ln x)2α−1

+

]

,

y2(x) = y0(x) + λ(J α
0+, µ y1)(x) = b x−µ

2
∑

k=0

λk

Γ (αk + α)
(ln x)kα+α−1

+ .

� y £:o Ï £�× Ï £ �Ro$r Ï Ð u�Ö y xÉÓ:ÐÁÐÉÒ � Ów��£�¤

ym(x) = b x−µ
m

∑

k=0

λk

Γ (αk + α)
(ln x)kα+α−1

+ (m = 1, 2, . . .).

¦�¡	Ñ Ï £$� ¡µÕ Ï Ú Ï o:Ò � r�ÓÉ£
m → ∞

Ò�¡=£�¤f¡�uIu�Õ|t Ï £ � � Í � ��� � Ó y p oÁ¡ Ï £ o
r�Ó�Ð y Õ× o Ï|y £ y v
o
r�Ó��Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u#Ówu�Ö y p ÕÓ Ú � Í � � � Û

y(x) = b x−µ(ln x)α−1Eα,α

(

λ(ln x)α
+

)

. � Í � � �
� y � � Ó+x y £�Ð Ï ¤�Ó:Ö�o
r�Ó"£ y £Ir y Ú y �/ÓÉ£�Ó y ×�Ð �Ô¡=×�x�r:t Ù o&t'u#Óju�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � Ë � ��£ o
r Ï Ð

xÉ¡	Ð¨Ówo
r�ÓEÖÁÓÉÕ ¡Ko Ïzy £�Ð � � � � � o6¡=Ñ/Ólo$r�Ó v y Ö Ú

ym(x) = y0(x) + λ(J α
0+, µ ym−1)(x) + (J α

0+, µ f)(x) (m = 1, 2, . . .).

  Ï Ú Ï Õ¡	Ö¨Õ|t o y o$r�Ó�¡ p yK{ Ó � ÓE¤�Ó:¤�×�x<Ó

ym(x)=bx−µ
m

∑

k=0

λk

Γ (αk+α)
(ln x)αk+α−1

+ +
m−1
∑

k=0

λk
(

J αk+α
0+, µ f

)

(x) (m=1, 2, . . .).



�/Í�� ����� ¼¹°
	6�¾6Â ���� ¼¹±Ê¼½´=¯�Ä¨
¦�¡	Ñ Ï £$� ¡¥Õ Ï Ú Ï o(Òy¡	Ð

m → ∞
Ò Ú ¡=Ñ Ï £$�}o
r�Ó�x�r#¡=£$�/Ó y v y Ö6¤�Ó:Ö y vÔÐ¨× Ú�Ú ¡Ko Ï|y £#ÐE¡=£�¤

Ï £:o¨Ó��	Ö6¡Ko Ïzy £2Ò � Ó y p oÁ¡ Ï £}o
r�ÓEÓ�� u�Õ Ï x Ï o«Ð y Õ ×Io Ï|y £ y v^o
r�Óqu�Ö y p Õ Ó Ú ��� � � Ë � Ï £}o$r�Ó v y Ö Ú

y(x) = bx−µ(ln x)α−1
+ Eα,α

(

λ(ln x)α
+

)

+

∫ x

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)α−1

Eα,α

(

λ
(

ln
x

t

)α)

f(t)
dt

t
. � Í �! �

� o Ï Ð+xÉÕ Ó(¡=Ö o6¡Ko"Ð y Õ× o Ï|y £ � Í �! � p ÓÉÕ y £$�-Ð o y o
r�Ó�Ð u#¡�x<Ó
Xp, α

c, 0 (R+)
�#� o Ï Ð"¤ Ï ÖÁÓ�x@o¨Õ|t

{ ÓÉÖ Ï ��Ó:¤Uo
r�¡�o
y(x)

Ï £ � Í �! � t Ï ÓÉÕ ¤�Ð o
r�Ó�Ó@� u�Õ Ï x Ï oµÐ y Õ× o Ï|y £ y vwo
r�Ó Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=Õ8Ó � ×#¡ Ù
o Ï|y £ � Í � Ë � ¡	£�¤�r�ÓÉ£�xÉÓ y v o
r�Ó p y ×�£#¤�¡=Ö$t { ¡=Õ×�Ó u�Ö y p ÕÓ Ú ��� � � Ë � ��  Ï £�x<Ó p t o$r�Ó o
r�Ó Ù
y Ö$t y v � y Õzo¨ÓÉÖÁÖ6¡ Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=Õ�Ó � ×�¡Ko Ïzy £�Ð y v�o
r�Ó�ÐHÓFx y £�¤ Ñ Ï £�¤ � v y Ö+Ó@��¡ Ú u�ÕÓ	ÒgÐ¨ÓÉÓ � � � � ¡
Ð y Õ × o Ïzy £ y vo$r�Ó � y Õzo¨Ó:Ö¨Ö6¡ Ï £:o¨Ó��	Ö6¡=ÕgÓ � ×�¡�o Ï|y £ � Í � Ë � Ï Ð�×�£ Ï�� ×�Ó o
r�Ó:£ x y £#¤ Ï o Ïzy £ � Í � � �xÉ¡=£ p Ó y Ú Ï o
o¨Ó(¤ � � Ö y Ú r�ÓÉÖÁÓ � Ó�¤�Ó(¤�×�xÉÓlo$r�ÓEÖÁÓ:Ð¨×�ÕCo(�
��� (�� � ( *�� � 2 ºÉ±

0 < α < 1, µ ∈ R, λ ∈ R, µ > 0, c∈R, µ > c, 1 < p <
1

αY¿�À�° º<±
f(x) ∈ Xp

c, 0(R+)
�� ¸�ºÉ¿�±ý¸�º  =¯�®Á¸�²���±Ê²���º �gÄ¨´�	É° ºÉ» ��� � � Ë � ¼ ¾+¾É´Y° È� 	<° º�¼¹¿

±¹¸�º�¾���/®Áº
Xp, α

c, 0 (R+)
� / ±½¾"¯�¿#¼��<¯�ºV¾<´=°L¯�±³¼½´Y¿ ¼ ¾�4	¼¹È�ºÉ¿ 	É² � Í �� � ÂêY¿�À ±ý¸�ºV¾<´=°L¯�±³¼½´Y¿�´�¶

±¹¸�º+®6´YÄ�ÄÁº�¾���´Y¿�À=¼¹¿ 4V¸�´=»�´ 4/ºÉ¿�º6´=¯�¾  =¯�®Á¸�²���±Ê²���º ��Ä¨´ 	<° ºÉ» � Í � � � ¸�Y¾«±¹¸�º2¶<´YÄ�» � Í � � � �
¦jr�Ó y Ö¨Ó Ú  � Ï o
r

µ = 0
t Ï Ó:Õ¤�Ðjo
r�Ó v y Õ Õ y � Ï £$� ¡/Ð¨Ð¨ÓÉÖ
o Ï|y £y�

��� (�� � ( *�� � 2 ºÉ±
0 < α < 1, λ ∈ R, c ∈ R, c < 0, 1 < p <

1

α

Y¿gÀ ° ºÉ±
f(x) ∈ Xp

c, 0(R+)
�� ¸�ºÉ¿f±ý¸�º  Y¯�®6¸�²���±³²���º ��ÄÁ´�	É° º<»







( " α
0+ y)(x) = λy(x) + f(x) (0 < α < 1; λ ∈ R),

(xµJ 1−α
0+, y)(0+) = b, b ∈ R,

� Í � � �
¼ ¾�¾É´=°LÈ� 	<°º ¼¹¿�±¹¸�ºE¾���	®6º

Xp, α
c, 0 (R+)

ÂÔY¿gÀ�¼¹±Ê¾V¯�¿#¼��<¯�ºE¾É´Y°L¯�±³¼½´Y¿f¼ ¾	4	¼¹ÈYº<¿�	<²

y(x) = b(ln x)α−1
+ Eα,α

(

λ(ln x)α
+

)

+

∫ x

0

(

ln
x

t

)α−1

Eα,α

(

λ
(

ln
x

t

)α)

f(t)
dt

t
.

� ¸�º�¾É´=°L¯�±Ê¼½´=¿q´H¶�±¹¸�º¢®6´YÄ�ÄÁº�¾���´Y¿�À=¼¹¿ 4�¸�´=»�´ 4-º<¿gºÁ´=¯�¾  =¯�®Á¸�²���±Ê²���º ��Ä¨´ 	<°º<»�¶<´YÄ
±¹¸�º º �É¯�Y±³¼½´Y¿

( " α
0+ y)(x) = λy(x) (0 < α < 1; λ ∈ R),

:
¼¹±¹¸�±¹¸�º�¼¹¿#¼¹±Ê¼½=° ®6´Y¿gÀY¼¹±³¼½´Y¿�¾ � Í � � � ¸�Y¾V±ý¸�º ¶<´YÄ�»

y(x) = b(ln x)α−1
+ Eα,α

(

λ(ln x)α
+

)

.

�jc����3����� �&���

��£ o$r Ï Ð8Ð¨Ó�x@o Ï|y £ � Ó � Ï|{ Ó+Ó@��¡ Ú u�ÕÓ:Ð y v Ð y Õ ×Io Ï|y £
y(x)

y v>o$r�Ó �Ô¡=×�x�r't Ù o&t'u�ÓWu�Ö y p Õ Ó Ú
v y Ö8Õ Ï £�Ó(¡=Ö«¤ Ï�� ÓÉÖÁÓÉ£:o Ï ¡=Õ Ó � ×#¡Ko Ï|y £#Ð y vvýÖ6¡�x@o Ï|y £�¡	Õ y Ö6¤�ÓÉÖ ��� � � Ë � �



·�=Ä¨®6¸�Y¯�À�����/À	Y»�YÄÁÀ�� � ²���º�¬2Ä¨/®<±³¼½´Y¿gY°���¼ 	"ºÉÄ¨º<¿#±Ê¼½=°�
�É¯�Y±³¼½´Y¿�¾ �/Í	Í
��� � *���� ( -E� ¦jr�Ó �Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u#Ólu�Ö y p ÕÓ Ú v y Ö o
r�Ó Ï £Ir y Ú y �	ÓÉ£�Ó y ×#Ð%Õ Ï £�Ó:¡=Ö�¤ Ï v Ù

výÓÉÖÁÓÉ£:o Ï ¡=Õ Ó � ×#¡Ko Ï|y £ y v^výÖ6¡�x3o Ïzy £�¡=Õ y ÖÁ¤�Ó:Ö
1/2

Û

( " 1/2
0+, µ y)(x) = λy(x) + f(x), (xµJ

1/2
0+, µy)(0+) = b, b ∈ R,

r�¡	Ð o$r�ÓE×�£ Ï�� ×�Ó�Ð y Õ ×Io Ï|y £
y(x) ∈ Xp, α

c, 0 (R+)
� Ï|{ ÓÉ£ p t

y(x) = bx−µ(ln x)
−1/2
+ E1/2,1/2

(

λ (ln x)1/2
+

)

+

∫ x

0

(

t

x

)µ
(

ln
x

t

)

−1/2

E1/2,1/2

(

λ
(

ln
x

t

)1/2
)

f(t)
dt

t
.

¦jr�Ó�Ð y Õ ×Io Ï|y £ y vo$r�ÓJx y Ö¨ÖÁÓ:Ð
u y £�¤ Ï £$� r y Ú y �	ÓÉ£�Ó y ×#Ð��Ô¡	×�x�r't Ù o&t'u#Ó u�Ö y p Õ Ó Ú

( " 1/2
0+, µ y)(x) = λy(x), (xµJ

1/2
0+, µy)(0+) = b, b ∈ R,

r�¡	Ð o$r�Ó v y Ö Ú

y(x) = bx−µ(ln x)
−1/2
+ E1/2,1/2

(

λ (ln x)1/2
+

)

,

� r�ÓÉÖÁÓwo
r�Ó Î�Ï o o6¡�� Ù �yÓ ��ÓÉÖ vý×�£�x@o Ï|y £
E1/2,1/2(z)

Ï Ð � Ï|{ ÓÉ£ p t � Í � ��� �
��� � *���� ( 0>� � Ó x y £�Ð Ï ¤�Ó:Ö o$r�Ó8Õ Ï £�Ó(¡=Ö^výÖ6¡�x3o Ïzy £�¡=Õ�¤ Ï�� ÓÉÖÁÓÉ£:o Ï ¡=Õ�Ó � ×#¡Ko Ï|y £ y v�výÖÁ¡8x Ù

o Ï|y £�¡	Õ y Ö6¤�ÓÉÖ
0 < α < 1

( " α
0+ y)(x) = λym(x) (λ ∈ R, λ 6= 0). � ��� ���

� o Ï Ð8¤ Ï ÖÁÓ�x3oÁÕzt { Ó:Ö Ï ��Ó:¤�o
r�¡�o o
r Ï Ð8Ó � ×#¡Ko Ï|y £}r�¡/Ð o
r�ÓEÓ���¡8x3o«Ð y Õ× o Ï|y £

y(x) =
Γ (1 − α)

λΓ (1 − 2α)
(ln x)−α

+ (0 < α < 1) � ��� Ë �
¡=£�¤}o$r Ï Ð+Ð y Õ ×Io Ï|y £ p ÓÉÕ y £$�-Ðjo y o$r�Ó Ð
u�¡8x<Ó

Xp
c, 0(R+).

��£ o$r Ï ÐWxÉ¡/ÐHÓ o$r�Ó�Ö Ï ��r:o Ù r�¡=£#¤
Ð Ï ¤�Ó y v o
r�ÓEÓ � ×�¡Ko Ïzy £ � ��� ��� oÁ¡	Ñ	Ó:Ð o$r�Ó v y Ö Ú

f [x, y(x)] =
1

λ

[

Γ (1 − α)

Γ (1 − 2α)

]2

(ln x)−2α
+

¡=£�¤lo
r Ï Ð>vý×�£�x3o Ïzy £ Ï Ð:Ò �/ÓÉ£�Ó:ÖÁ¡	Õ Õ|t"Ð
u#Ó(¡=Ñ Ï £ ��Ò<¤ y Ó:Ð2£ y o p ÓÉÕ y £ �jo y o
r�ÓêÐ u�¡8x<Ó
Xp

c, 0(R+).� v � Ó�Ð¨×IuIu y Ð¨Ó o
r�¡�o
2α < 1

Ò o
r�Ó:£ o
r�Ó�Ö Ï ��r:o Ù r�¡	£�¤¥Ð Ï ¤�Ó y v�o$r�Ó�Ó � ×�¡�o Ï|y £ � ��� ���
p Ó:Õ y £$�/Ð o y o$r�Ó+Ð
u�¡�xÉÓ

Xp
c, 0(R+)

¡=£�¤ Ò�Ð Ï £�xÉÓ
α+β < 2α+β

Ò�o
r�Ó:£
α+β < 1

¡=£#¤
o
r�ÓEÓ � ×#¡Ko Ï|y £ � ��� ��� r�¡	Ð o$r�ÓEÓ@��¡�x@o«Ð y Õ × o Ïzy £ � ��� Ë � � r Ï x�r p Ó:Õ y £$�/Ð o y

Xp
c, 0(R+).

� ���
	 ���� (���� *,( 	4���
¦jr�Ó_u�ÖÁÓ:Ð¨ÓÉ£:o Ï £ { Ó:Ð o Ï �/¡�o Ï|y £ � ¡	Ð"Ð¨×IuIu y Ö
o¨Ó(¤ Ï £ u�¡=Ö
o p t¥�ÔÓ:Õ¡	Ö¨×�Ð Ï ¡=£ � ×�£#¤�¡ Ú ÓÉ£:o6¡=Õ
ª8Ó:Ð¨Ó:¡	Ö$x�r � ×�£�¤ � u�Ö y�� Ó�x@oÁÐ � Ì/Í	Î � Ù Ì-Í=Ì ¡=£�¤ � Ì �/ª Ù � Ì � � �
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	6�¾6Â ���� ¼¹±Ê¼½´=¯�Ä¨
� � � �g��eWm ���
� Q����+H L H�� IYX ] I F�# J @HG"M:I:!�� M�H G H
	ÔM�!�(	I ] H��������������������������� ����� �!����"#� ���%$�&�'(���)$�*�����������+�&H

L O�,+Z 9 JLI:��K�Z AÉB(B 7 H.-¹JLI/	M%8�D��J M:I�0
� A ��14H ` H L %	X�2 FÁW Z3�WH �WH \ JL^ - M���MÉI'!548H 48H D�W %�6ÆJL^L^ ] H87 W M:@ÁX�J ] I-M:^%@�M:^L@�%/^ %:��JLIfX�G F 9 F ^L^LJ I� F X�X�JLI87F�+M:I'! ; MF!/M . M W ! T X,( U�Fl) W M:@ÁX�J ] I�M:^ J IYX F 7 W M:^ ��H:9�;=<>���@?+;BA.�)���C;3A3DED��C;LZGF)H+I�Z

Q ; A(C Z AÉB(B�A H
� 7 ��14H ` H L %/X�2 FÁW ZB�+H �WH \ JL^ - M��EM:I:!:48H 48H D#W %�6³JL^ ^ ] H * ]F.EU�] ��J X�J ] I:� ]�) ; MF!/M . M W ! T X,( U�F) W M:@ÁX�J ] I-M:^
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