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\vj³¹ � q�s�»!j³¹ � ¹
s À È�T jT¹ � º*s �Cx Æ�ÃcV%]�¼�Çg[�Á ¾;Ï
À ]Q]�¾ À ¼ VDÃÈ Ï�ÇUT�¾©ÁÁÃ ÈQd�Ç�\�[�ÁÇ�Ç"T `#Ç&arÃÈ À Y/¾©ÃÈ Ç�\ À È À ¼GÉ�¾©¼�Ã À Á V�Ä=Á¾©¼�ÇgV�ÃZVy] À É�Ã¾©È-É
À È�T Ã È¢É�Æ À É�Ç
\ À Y À Á À È#Ä6Æ�¾"Ç
\.a À É�¾©¼ À È�T¢¼�Ç�Ä�f"V�n Í�r �

�KB %�H#��(^P * P E��.HWP����

� 	��W	��! ����U�#"� �$
x Æ�¾MT�¾+\¦Ç	¼�Ï À É�ÃÇ	È�É�¾©È�V�Ç	¼

e(u) = (eij(u))
À È�T)V�É�¼�¾�V^VÌÉ�¾©ÈWVGÇ/¼

S(u, p) = (Sij(u, p))À V VGÇ�Ä=Ã À É�¾�T)a8Ã É�Æ À Y/¾©ÁÇ�Ä©Ã ÉRS � ¾©ÁcT
u = (ui)

À È�T ]�¼�¾�V VG½�¼�¾
p

À ¼�¾�T�¾;È�Ç>É�¾�Tu["S

eij(u) =
1

2

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) À È�T
Sij(u, p) = −pδij + 2νeij(u),

¼�¾�V ]�¾;Ä=É�ÃZY	¾©ÁZS	»=a8Æ�¾;¼�¾
δij

T�¾©È�Ç	É�¾�V � ¼�Ç	È�¾�f	¾;¼#% V�T�¾;Á É À���x Æ�¾�V�É�¼�¾�V^V�Y/¾;Ä�É�Ç	¼
σ(u, p)

ÃcV
T�¾ � È�¾�Tu["S

σ(u, p) = S · n
Ç
\.a8Æ�ÃÄ6Æ É�Æ�¾

i
Ê³É�Æ�Ä=Ç/Ï�]#Ç/È�¾©È-É8ÃZV ∑N

j=1 Sij(u, p)nj

�
� Èod	¾;È�¾©¼ À Á³»�É�Æ�¾�È�Ç	¼�Ï À Á À È�T�É À È�d	¾©È-É�Ã À ÁûÄ©Ç	Ï�]#Ç/È�¾©È-É�V+Ç
\ À Y/¾;Ä=É�Ç	¼ � ¾;ÁZT

u
À ¼�¾

d	ÃZY	¾©È À V
un = u · n

À È�T
uτ = u− unn

»�¼�¾�V ]�¾;Ä=É�ÃZY	¾©ÁZS ��� Èv] À ¼GÉ�ÃÄ©½�Á À ¼(»

σn(u, p) = σ(u, p) · n
À È�T

στ (u) = σ(u, p) − σn(u, p)n

À ¼�¾+É�Æ�¾DÈ�Ç/¼�Ï À Á À È�TqÉ À ÈQd/¾©È-É�Ã À Á2Ä©Ç	Ï�]�Ç	È�¾;È/É�V¸Ç�\ûÉ�Æ�¾2VGÉ�¼�¾�V V�Y	¾(Ä�É�Ç/¼;»�¼�¾�V^]#¾(Ä�É�Ã_Y/¾©ÁZS �
, ¾ya8ÃÁ Áp½WVG¾VÉ�Æ�¾

L2(Ω)
V^] À Ä=¾ À È�T ½�V�½ À Á � Ç
[�Ç	Á¾+Y)V^] À Ä©¾

H1(Ω)
�	, ¾y]�½�É

L2
0(Ω) =

{

q ∈ L2(Ω);

∫

Ω

q dx = 0
}

.

, ¾ya8¼�Ã É�¾
‖.‖1,Ω

Ã È�VGÉ�¾ À T Ç�\
‖.‖H1(Ω)

�
, ¾ À ÁcVGÇ ½�VG¾+É�Æ�¾ � Çg[#Ç/Á ¾�Y?V ] À Ä=¾

Hs(Γ0)
T�¾ � È�¾�TqÇ/È~É�Æ�¾M[�Ç	½�ÈWT À ¼ S

Γ0
»"a8Æ�¾;¼�¾

s ∈ R
�+, ¾ a8¼�Ã É�¾

‖.‖s,Γ0
= ‖.‖Hs(Γ0)

�
H0(Γ0)

ÃcV ½�È�T�¾©¼�V�É�Ç-ÇUT À V
L2(Γ0)

�mx Æ�¾
VG½�¼^\ À Ä©¾V¾©Á¾©Ï�¾©È-É8Ç�\

Γ0
ÃcV!T�¾©È�Ç	É�¾�T ["S

ds
»�É�Æ À É�ÃZV



º��/¹ ��� µp�Yª��Yª

‖η‖2
0,Γ0

=

∫

Γ0

|η|2 ds.

, ¾ya8¼�Ã É�¾
(., .) = (., .)L2(Ω)

À ÈWT
(., .)Γ0

= (., .)L2(Γ0)
�

� ¾=É x ¼ [#¾~É�Æ�¾~É�¼ À Ä=¾�Ç
]�¾©¼ À É�Ç	¼�\¦¼�Ç/Ï
H1(Ω)

Ã È-É�Ç
H

1

2 (Γ0)
�,x Æ�¾©È É�Æ�¾qÉ�¼ À Ä=¾

x ¼
v

Ç	È
Γ0

Ç�\
v ∈ H1(Ω)

ÃcVGT�¾©È�Ç	É�¾�T([*S
v|Γ0

�/� \2Ã É¸ÃZV�Ä=Á¾ À ¼ \¦¼�Ç/ÏrÉ�Æ�¾�Ä=Ç	È-É�¾$X�É;»ga�¾
a8Ã ÁÁ2È�Ç	É!T�ÃZVGÉ�ÃÈQd	½�ÃZV�Æ

v
\¦¼�Ç/Ï

v|Γ0

��x Æ�¾DÏ�¾ À È�Ã È�d®Ç
\
v|Γ1

ÃcV!V�Ã Ï�ÃÁ À ¼ �
� È(d	¾;È�¾©¼ À Á³»�\¦Ç/¼ À�{ Ã ÁZ[�¾©¼�ÉKV^] À Ä©¾

X
»	É�Æ�¾ À T ��Ç/Ã È-ÉKV ] À Ä=¾�ÃcV�T�¾©È�Ç	É�¾�T?["S

X∗
» À È�T

XN T�¾;È�Ç>É�¾�V�É�Æ�¾-VG¾©É+Ç�\�Y/¾;Ä=É�Ç	¼
v = (v1, . . . , vN ), vj ∈ X

�#� Ç	¼MY	¾;Ä=É�Ç/¼!\¦½�È�Ä=É�ÃÇ	È�V;»
a�¾Ì½WVG¾ V À Ï�¾�V^S�Ï�[�Ç	Á>É�Ç�ÃÈ�T�ÃÅÄ À É�¾
É�Æ�¾©Ã¼�ÃÈ�È�¾©¼,]�¼�Ç"T�½�Ä�É À È�TVÈ�Ç/¼�Ï �

(., .)X = (., .)XNÀ È�T
‖.‖X = ‖.‖XN

�	, ¾D½�V�¾DÄ=ÁÇgV�¾�TuVG½�[�V ] À Ä=¾�VðÇ�\ (

H1(Ω)
)N Ð

U =
{

v ∈
(

H1(Ω)
)N

, v|Γ1
= 0

}

, V =
{

v ∈ U, vn|Γ1
= 0

}

,

Vd =
{

v ∈ V,
T�ÃZY

(v) = 0
ÃÈ
Ω

}

.

x Æ�¾�È�Ç	¼�Ï
‖.‖1

ÃcV¢¾�i-½�ÃZY À Á ¾;È-É É�Ç � Ã ¼�ÃÅÄ6Æ�Á ¾©É#% V´È�Ç	¼�Ï
‖∇.‖

Ã È
U

["S ¿ Ç/Ã È#Ä À ¼�� % V
Ã È�¾�i-½ À ÁÃ ÉRS � , ¾2V�Æ À Á ÁpÈ�Ç	É�¾©Ï�]�Æ À VGÃ��©¾�É�Æ�ÃZV�Ã Èva8Æ À É�\¦Ç/Á ÁÇ&a�V �

� ¾=É
ψ

[#¾ À ]�¼�Ç
]�¾©¼9j
ψ 6≡ ∞

s Á Ç&að¾©¼�V�¾©Ï�Ã ÊÜÄ©Ç	È-É�ÃÈ�½�Ç	½WV
Ä=Ç	È"Y/¾$X�\¦½�È�Ä�É�Ã Ç/È(T�¾ � È�¾�T
Ç	È

R
N

��x Æ�¾©È2»U\¦Ç/¼ À È"S
z ∈ R

N »
∂ψ(z)

T�¾;È�Ç>É�¾�VðÉ�Æ�¾2VG¾©É

∂ψ(z) =
{

h ∈ R
N ; ψ(z′) − ψ(z) ≥ h · (z′ − z), ∀z′ ∈ R

N
}

,

a8Æ�ÃÄ6Æ ÃZVûÄ À Á Á¾�TVÉ�Æ�¾GV�½Q[=T�Ã���¾;¼�¾;È/É�Ã À Á/Ç
\
ψ

À É
z

�;� ÉûÃcVy¾ À V^S+É�ÇMV�¾©¾ÌÉ�Æ À ÉyÉ�Æ�¾%¼�Ã_d/Æ-ÉGÊÜÆ À È�T
VGÃcT�¾DÇ�\yjT¹ � Í"s¸Ä=Ç/Ã È�Ä©ÃZT�¾�VKa8Ã É�Æ

∂ψ(z)
»Ua8Æ�¾;È

ψ(z) = |z|
\¦Ç/¼

z ∈ R
N

�
x Æ�¾uV^S�Ï�[�Ç	Á

Ci
j
i = 1, . . .

s-T�¾©È�Ç	É�¾�V�Y À ¼�ÃÇ	½WV�d/¾©È�¾;¼�ÃÅÄ Ä©Ç	È�VGÉ À È-É-T�¾�]#¾;È�T�ÃÈQd
Ç	È�ÁZSqÇ	È

Ω
�

� 	�� 	�� "
	 " $��"�U�(� $�b�+��"�	�" $��"�U���  ���� ÿ
, ¾DÃÈ-É�¼�Ç"T�½�Ä=¾ À [�ÃÁ ÃÈ�¾ À ¼K\¦Ç	¼�ÏtÇ	È

U × U
T�¾ � È�¾�T À V

a(u, v) = 2

∫

Ω

eij(u)eij(v) dx, ∀(u, v) ∈ U × U.

{ ¾©¼�¾ À È�T�Æ�¾;¼�¾ À \²É�¾©¼�É�Æ�¾%V�½�Ï�Ï À É�Ã Ç/È�Ä=Ç/È*Y/¾©È-É�ÃÇ	È ÃcV"¾;Ï�]�Á Ç&S/¾�T ��� Á¾ À ¼�ÁZS
a

ÃZV�Ä=Ç/È�Ê
É�ÃÈ-½�Ç	½�V¸Ç/È

U × U
Ð

∣

∣a(u, v)
∣

∣ ≤ C1‖u‖1 ‖v‖1, ∀(u, v) ∈ U × U.
j¬º � q�s

a
ÃcV8Ä=Ç�¾©¼6Ä=ÃZY	¾�Ç	È

U × U
»�É�Æ À É�ÃcV©Ð

a(v, v) ≥ C2‖v‖
2
1, ∀v ∈ U.

jTº � ¹
s
� È \ À Ä�É(»}j¬º � ¹gs%ÃcV À Ä=Ç/È�VG¾�i-½�¾©È�Ä©¾VÇ�\ � Ç	¼�È % VðÃ È�¾�i-½ À ÁÃ ÉRS�jt\¦Ç	¼"¾$X À Ï�]�Á¾	»QV�¾©¾�n º&rls �

h Ç&aD»Uað¾�ÃÈ-É�¼�ÇUT�½�Ä=¾ À É�¼�ÃÁ ÃÈ�¾ À ¼K\¦Ç	¼�ÏtÇ	È
U × U × U

T�¾ � È�¾�T À V

b(u, v, w) =
(

(u · ∇)v, w
)

=

∫

Ω

ui

∂vj

∂xi

wj dx, ∀(u, v, w) ∈ U × U × U,



µ��Kª ���"����° �/�Y��¡��ð���	�	� §=¨e£=�>�  ²¥�§�
=°�«6�Y¨�����§=6�ª¬��� §� �Y±(ª¬§=��¶Üµ� Ü���	§= � � ��� º��	º
Æ�¾©¼�¾

b
ÃcV�Ä=Ç/È-É�ÃÈ-½�Ç	½�VðÇ	È

U × U × U
»�É�Æ À É�ÃZV;Ð

∣

∣b(u, v, w)
∣

∣ ≤ C3‖u‖1 ‖v‖1 ‖w‖1, ∀(u, v, w) ∈ U × U × U
j¬º � º*s

À È�T À È-É�Ã Ê�V S�Ï�Ï�¾=É�¼�ÃÅÄ À Á{Ç/È
Vd × Vd × Vd

Ð

b(u, v, w) + b(u,w, v) = 0, ∀(u, v, w) ∈ Vd × Vd × Vd.
jTº � Í*s

, ¾2V�Æ À ÁÁ À ÁcV�Ç®½WVG¾ À Ä=Ç/È/É�Ã È�½�Ç/½�VK[�ÃÁ ÃÈ�¾ À ¼K\¦Ç	¼�ÏtÇ/È
U × L2(Ω)

c(v, q) = −

∫

Ω

q
T�Ã_Y

(v) dx, ∀(v, q) ∈ U × L2(Ω).

� 	 � 	�� � � � $�� ÿ �  ������ 	 �
� \ À V�Ï�Ç�Ç>É�ÆzY	¾(Ä�É�Ç/¼ � ¾©ÁcT

u
À ÈWT À V�Ï�Ç�Ç>É�Æ V�Ä À Á À ¼ � ¾©ÁcT

p
VGÇ/Á_Y/¾�j³¹ � q�s�»ûÉ�Æ�¾©È ["S

Ã È-É�¾�d	¼ À É�Ã Ç/È)["S(] À ¼GÉ�V©»

νa(u, ϕ) + ρb(u, u, ϕ) + c(ϕ, p) =

∫

∂Ω

σ · ϕds+ (f, ϕ), ∀ϕ ∈ (H1(Ω))N .

� Èu] À ¼�É�ÃÅÄ=½�Á À ¼(»

νa(u, ϕ) + ρb(u, u, ϕ) + c(ϕ, p) =

∫

Γ1

στ · ϕτ ds+ (f, ϕ), ∀ϕ ∈ U.
j¬º � �gs

�ÌÀ ¼�Ã À É�ÃÇ	È À Á8Ã È�¾�i-½ À ÁÃ ÉRS j¦Í � ¹gs-a8Æ�ÃÅÄ6Æ|a8Ã ÁÁ À ]�]#¾ À ¼qÃÈ É�Æ�¾�VG½Q[WVG¾�i/½�¾©È-É)VG¾(Ä�É�Ã Ç/ÈjÃcV
[ À V�¾�T Ç	È É�Æ�ÃcV8ÃcT�¾©È-É�Ã ÉRS À È�T´É�Æ�¾2T�¾ � È�Ã É�ÃÇ	È Ç
\mV�½Q[=T�Ã �{¾©¼�¾©È-É�Ã À Á �

��B	� � ��
�!I�H�* L ( �,FQP I E �CEMJ�� �CP E�� " ��I�H#�+*
, ¾DÃÈ-É�¼�Ç"T�½�Ä=¾ À \¦¼�ÃÅÄ�É�Ã Ç/Èu\¦½�È�Ä�É�Ã Ç/È À Á À V

j(η) =

∫

Γ1

g|η| ds, ∀η ∈
(

H
1

2 (Γ1)
)N
.

j¬Í � q�s

, ¾DÈ�Ç&a V�É À É�¾+É�Æ�¾yY À ¼�Ã À É�ÃÇ	È À ÁO\¦Ç	¼�Ï ½�Á À É�Ã Ç/È Ç
\yj³¹ � q�s�Ê�j³¹ � ºgs �
�ð���	�	� §©¨ � � � Ã ÈWT

u ∈ V
À È�T

p ∈ L2(Ω)
V À É�ÃcVR\lS�ÃÈQd

∀v ∈ V

νa(u, v−u) + ρb(u, u, v−u) + c(v−u, p) + j(vτ ) − j(uτ ) ≥ (f, v − u),
j¦Í � ¹gs

c(u, q) = 0, ∀q ∈ L2(Ω).
j¬Í � ºgs

� Ã È#Ä=¾VÉ�Æ�¾�\¦½�È�Ä�É�Ã Ç/È À Á
j

ÃZV¸È�Ç>É9T�Ã���¾;¼�¾;È-É�Ã À [�Á¾	» À Y À ¼�Ã À É�ÃÇ	È À Á{Ã È�¾�i-½ À ÁÃ ÉRS À ]Q]�¾ À ¼ V �
� È�Ç	¼�T�¾©¼´É�ÇbV�É À É�¾�É�Æ�¾�Ï À ÃÈ�¼�¾�V�½�Á É Ç�\ É�Æ�ÃcV)] À ]�¾©¼(»�V�Ç	Ï�¾ À V^V�½�Ï�]�É�Ã Ç/È�V À ¼�¾

]�¼�¾�VG¾;È-É�¾�T � , ¾2V�½Q]Q]�ÇgV�¾�É�Æ À É8É�Æ�¾�\¦Ç/Á ÁÇ&a8Ã È�d À V^V�½�Ï�]�É�ÃÇ	ÈWV¸Æ�Ç	ÁcTpÐ

Γ0 ∩ Γ1 = ∅, Γ0 6= ∅;
j¬Í � Í*s

g ∈ H
1

2 (Γ1), g > 0
À�� ¾ � Ç/È

Γ1;
j¬Í � �
s

f ∈
(

L2(Ω)
)N
.

j¬Í � � s
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� ¾=É

B(0, R)
[�¾VÉ�Æ�¾y[ À ÁÁpÇ�\

Vd

T�¾ � È�¾�Tu["S

B(0, R) =
{

ξ ∈ Vd; ‖ξ‖1 ≤ R
}

,

a8Æ�¾©¼�¾
R

ÃZV À ]�ÇgV�Ã É�ÃZY	¾DÄ=Ç/È�V�É À È-É¸É�Æ À É�a�¾�a8ÃÁ Á,V ]�¾;Ä©Ã \lS Ã È É�Æ�¾�\¦Ç/Á ÁÇ&a8ÃÈQd®É�Æ�¾;Ç	¼�¾©Ï �
��� �  W��� � �W	 
¦£��%§®��6���¨�§ j¦Í � Í"s��*j¦Í � � s �Y° �

ν > ρRC3/C2,
j¬Í � p�s

��¥�§=°� ²¥�§=��§ §��	ªÅ� TV�~=��� �� ³ª¬�Y°
(u, p) ∈ V ×L2(Ω)

��£��ð���/���§=¨ � � ¤��Y��§��>±�§©�	�
u

ªÅ
��°�ª�
	��§Dª²°

B(0, R)
£=�Y� ��� �

R ≥ ‖f‖/(νC2)
j¬Í � �gs

�Y° �
p

ªÅ���� ©� ��°#ª�
���§ ���Q �� �Y°Q� ���>ª² Tª²±Y§�«6�>°�� Ü�>°�  � 
=° ���>�� Tª¬«	� � �Y�	�
p

���«�¥� ¦¥��> 
(p, 1) = 0

ªÅ���°#ª�
���§ �
x Æ�¾)]�¼�Ç�Ç�\"Ç
\�É�Æ�ÃZV É�Æ�¾©Ç	¼�¾©Ï ÃcV-[ À V�¾�T Ç/È É�Æ�¾ ¼�¾�T�½�Ä�É�Ã Ç/È Ç�\ ¿ ¼�Çg[�Á ¾;Ï qqÉ�Ç À

]�¼�Çg[�Á¾©Ï \¦Ç/¼ À Y/¾©ÁÇ�Ä=Ã ÉRS �
x Æ�¾;È2»>É�Æ�¾�¼�¾�V�½�Á É%Ç�\{É�Æ�¾�¾$X�ÃcV�É�¾©È�Ä©¾ À È�T�½�È�ÃZi-½�¾;È�¾�V V
Ç
\�É�Æ�¾
Y	¾©ÁÇ�Ä=Ã ÉRS ÃZV�VGÆ�Ç&a8È7["S À ]Q]�ÁÃÄ À É�Ã Ç/È É�Ç É�Æ�¾� À È À Ä6Æ � X�¾�T�]�Ç	ÃÈ-É+É�Æ�¾©Ç/¼�¾;Ï �=x Ç)d	ÃZY	¾
É�Æ�¾y]�¼�¾�V V�½�¼�¾/»"a�¾V½�V�¾VÉ�Æ�¾D¾�i-½�Ã_Y À Á ¾;È�Ä=¾V¼�¾�V�½�Á É�VK[#¾©ÉRa�¾;¾©È É�Æ�¾y]�¼�Çg[�Á ¾;Ï?V¸¾©Ï�]�ÁÇ&S	¾�T �

�KB %�HQIKI  (I  � " ��I�H#��* A

� 	��W	���� " ÿ � � $.� ��� $  � $ "�� � � $�� ÿ;ÿ  �
u

, Æ�¾©È-a�¾ð¼�¾�VGÉ�¼�ÃÄ=É�É�¾�V�É.\¦½�È�Ä=É�ÃÇ	È�V ÃÈ j¬Í � ¹
s2É�Ç�T�ÃZY	¾©¼ d	¾;È�Ä=¾ \¦¼�¾;¾ \¦½�È�Ä�É�Ã Ç/È�V©»�að¾�Çg[�É À Ã È
À È�Ç	É�Æ�¾;¼!a�¾ À f�\¦Ç	¼�Ï ½�Á À É�ÃÇ	Èua8Æ�ÃÄ6ÆvT�Ç�¾�V¸È�Ç>É�ÃÈ*Y/Ç	ÁZY	¾

p
�

�ð���	�	� §©¨�� � � Ã ÈWT
u ∈ Vd

V�½�Ä6Æ¢É�Æ À É

νa(u, v − u) + ρb(u, u, v − u) + j(vτ ) − j(uτ ) ≥ (f, v − u), ∀v ∈ Vd.

, ¾DÈ�Ç&a[Ä=Ç	ÈWVGÃcT�¾©¼¸É�Æ�¾�\¦Ç	ÁÁÇ&a8Ã ÈQd À ½QX�ÃÁÃ À ¼^S?]�¼�Ç
[�Á ¾;Ï¢Ð
�ð���	�	� §©¨�� ����ÃZY	¾©È

l ∈ Vd
» � È�T

ul ∈ Vd
V�½�Ä6Æ É�Æ À É

νa(ul, v−ul) + ρb(l, ul, v−ul) + j(vτ )− j(ul
τ) ≥ (f, v−ul), ∀v ∈ Vd,

j � � q�s
� Ç	¼¸É�Æ�ÃcV!]�¼�Ç
[�Á¾©Ï að¾VÆ À Y	¾+É�Æ�¾�\¦Ç	ÁÁ Ç&a8ÃÈQd�¼�¾�VG½�Á É �
� �  ��  ÿ " �#"� �$ �W	 
¦£��%§ ��6���¨~§ j¬Í � Í*s��*j¦Í � � s �  ²¥�§=°� ¦¥�§©��§ §��/ªÅ6 TV� ��°�ª�
	��§+=��� �� ³ª¬�Y°
ul ∈ Vd

��£ �¸���	�	� §©¨�� �

�ð���(��£ � � ¼�Ç	Ï j¬º � q�s=»�j¬º � ¹gs�»�j¬º � º*s À È�T j¬º � Í"s�»Uað¾DÆ À Y	¾
∣

∣νa(u, v) + ρb(l, u, v)
∣

∣ ≤
(

νC1 + ρC3‖l‖1

)

‖u‖1 ‖v‖1, ∀(u, v) ∈ Vd × Vd,
∣

∣νa(u, u) + ρb(l, u, u)
∣

∣ =
∣

∣νa(u, u)
∣

∣ ≥ νC2‖u‖
2
1, ∀u ∈ Vd.

x Æ�¾©È´É�Æ�¾�[�ÃÁ ÃÈ�¾ À ¼ \¦Ç/¼�Ï
(u, v) 7−→ νa(u, v) + ρb(l, u, v)

ÃZV¸Ä©Ç	È-É�ÃÈ�½�Ç	½�V À È�T Ä=Ç�¾©¼�Ê
Ä=ÃZY	¾ Ç/È

Vd × Vd

� Â�Ç	¼�¾©Ç&Y/¾©¼(»
j

ÃZV À ]�¼�Çg]#¾;¼;»�Ä=Ç	È"Y/¾$Xp» À È�T�ÁÇ&a�¾;¼MV�¾©Ï�Ã Ê�Ä=Ç/È-É�ÃÈ-½�Ç	½�V



µ��Kª ���"����° �/�Y��¡��ð���	�	� §=¨e£=�>�  ²¥�§�
=°�«6�Y¨�����§=6�ª¬��� §� �Y±(ª¬§=��¶Üµ� Ü���	§= � � ��� º�� �
\¦½�È�Ä�É�Ã Ç/È À Á8Ç/È

Vd

� x Æ�¾;È É�Æ�¾�¾$X�ÃcV�É�¾©È�Ä©¾ À È�T ½�È�ÃZi-½�¾;È�¾�V V�Ç�\
ul ∈ Vd

V À É�ÃcV \lS-ÃÈQd
É�Æ�¾-Y À ¼�Ã À É�ÃÇ	È À Á�ÃÈ�¾�i-½ À Á Ã ÉRS Ç�\ÌÉ�Æ�¾-V�¾;Ä©Ç	È�T7f-ÃÈ�Tzj � � q�s�ÃZV�að¾©ÁÁ,f�È�Ç&a8È À È�T7\¦Ç	ÁÁ Ç&a�V
\¦¼�Ç/Ï n_q/» � r �

�

x Ç(V�Ç	ÁZY	¾ ¿ ¼�Ç
[�Á ¾;Ï ¹�»Wa�¾ ½�VG¾VÉ�Æ�¾ � À È À Ä6Æ � X�¾�Tv]�Ç	ÃÈ-É�É�Æ�¾;Ç	¼�¾©Ï �#� Ç	¼8É�Æ�ÃcV©»Wa�¾
Ã È-É�¼�ÇUT�½�Ä©¾+É�Æ�¾DÏ À ]Q]�Ã ÈQd

Λ : Vd −→ Vd

T�¾ � È�¾�Tu["S

l 7−→ Λ(l) = ul,

a8Æ�¾©¼�¾
ul ∈ B(0, R)

ÃcVðÉ�Æ�¾D½�È�Ãci/½�¾2VGÇ/Á ½�É�Ã Ç/È Ç
\ ¿ ¼�Çg[�Á ¾;Ï�º �
� �  ��  ÿ " �#"� �$ � 	 ¯y° �/§=�� ¦¥�§q©�Y¨~§´��6���¨��� ³ª¬�Y°�q��~ª²° �{¥�§��>��§©¨ q �8 ²¥�§=��§´§��	ªÅ� T
� ��°�ª�
	��§V©��� �� Tª¬�>°

u ∈ B(0, R)
�G£��ð���/��� §©¨��+£=�>� ��� �

R
�/§ � °�§ �´�©¡ j¬Í � �gs �

�ð���(��£ � , ¾?a8Ã ÁÁGT�¾©É�¾;¼�Ï�ÃÈ�¾
R

V�½�Ä6Æ É�Æ À É
Λ

V�¾©È�TQV
B(0, R)

Ã È
B(0, R)

��� ¾©É
l ∈

B(0, R)
À È�T

ul = Λ(l) ∈ Vd

V�½�Ä6Æ¢É�Æ À É�j � � q�s%Æ�Ç	ÁcT ��xûÀ f�Ã È�d
v = 0 ∈ Vd

ÃÈwj � � q�s^s�»
a�¾VÆ À Y/¾

νa(ul, ul) + ρb(l, ul, ul) + j(ul
τ ) ≤ (f, ul).

� ¼�Ç	Ï jTº � Í*s À È�T É�Æ�¾�\ À Ä=ÉðÉ�Æ À É
j(ul

τ ) ≥ 0
»Uað¾VÇ
[�É À ÃÈ

νa(ul, ul) ≤ (f, ul).

� V�Ã ÈQd�j¬º � ¹
s À È�T �ðÀ ½�Ä6Æ"S-Ê � Ä6Æ"a À ¼ � % VÌÃÈ�¾�i-½ À Á Ã ÉRS	»Uað¾yT�¾�T�½�Ä=¾VÉ�Æ À É

‖Λ(l)‖1 = ‖ul‖1 ≤ ‖f‖/(νC2).

� É+ÃcV�É�Æ-½WV+¾;È�Ç	½�d	Æ É�Æ À É
R

V À É�ÃZV � ¾�Tej¦Í � �gs9VGÇqÉ�Æ À É
Λ(B(0, R)) ⊂ B(0, R)

� � ¾=ÉV½�V
VGÆ�Ç&a�É�Æ À É É�Æ�¾qÏ À ]Q]�Ã ÈQd

Λ
ÃZV%V�É�¼�ÃÅÄ�É�Á_S Ä=Ç	È-É�¼ À Ä�É�ÃÈQd Ç	È

B(0, R)
\¦Ç/¼ À ] À ¼GÉ�ÃÄ©½�Á À ¼

Ä6Æ�Ç	ÃÅÄ=¾VÇ�\yÉ�Æ�¾yY�ÃcV�Ä©ÇgV�Ã ÉRS
ν

� � ¾©É
l1, l2 ∈ B(0, R)

À ÈWT

ul1 = Λ(l1), ul2 = Λ(l2) ∈ B(0, R)

VG½�Ä6Æ É�Æ À É

νa(ul1 , v − ul1) + ρb(l1, u
l1 , v − ul1) + j(vτ ) − j(ul1

τ ) ≥ (f, v − ul1), ∀v ∈ Vd,

νa(ul2 , w − ul2) + ρb(l2, u
l2 , w − ul2) + j(wτ ) − j(ul2

τ )≥(f, w − ul2), ∀w ∈ Vd.

xyÀ f-ÃÈQd
v = ul2

À È�T
w = ul1

»Qað¾VÇ
[�É À ÃÈ

νa(ul1 , ul2 − ul1) + ρb(l1, u
l1 , ul2 − ul1) + j(ul2

τ ) − j(ul1
τ ) ≥ (f, ul2 − ul1),

νa(ul2 , ul1 − ul2) + ρb(l2, u
l2 , ul1 − ul2) + j(ul1

τ ) − j(ul2
τ ) ≥ (f, ul1 − ul2).

�GS À TQT�Ã É�ÃÇ	È À È�T(\¦¼�Ç	Ï j¬º � Í*s=»Qað¾�Æ À Y	¾

νa(ul1 − ul2 , ul1 − ul2) ≤ ρ
[

b(l1, u
l1 , ul2 − ul1) − b(l2, u

l2 , ul1 − ul2)
]

= ρb(l1 − l2, u
l1 , ul2 − ul1).

� V�Ã ÈQd�j¬º � ¹
s À È�T�jTº � ºgs=»Qa�¾VÇg[�É À Ã È



º�� � ��� µp�Yª��Yª

∥

∥Λ(l1) − Λ(l2)
∥

∥

1
= ‖ul1 − ul2‖1 ≤

ρRC3

νC2
‖l1 − l2‖1.

x Æ�¾©¼�¾$\¦Ç/¼�¾�É�Æ�¾qÏ À ]Q]�Ã ÈQd
Λ

ÃZV � ÃZ]�V�Ä6Æ�Ã É �´Ä=Ç/È/É�Ã È�½�Ç/½�VVÇ	È
B(0, R)

» À È�T Ã É�a8ÃÁÁ [�¾
V�É�¼�ÃÅÄ�É�Á_S¢Ä=Ç	È-É�¼ À Ä�É�ÃÈQd�Ã_\

ρRC3/(νC2) < 1
�#� Ç~Ã_\ÌÄ=Ç	ÈWT�Ã É�Ã Ç/È j¦Í � p�sðÃcV�¼�¾ À Á Ã��©¾�Tp»�É�Æ�¾©È

[*S É�Æ�¾ � À È À Ä6Æ � X�¾�Tv]#Ç/Ã È-É�É�Æ�¾©Ç/¼�¾;Ï¢»Wa�¾DÆ À Y	¾VÉ�Æ�¾ ¾$X�ÃcV�É�¾©È�Ä©¾ À È�T¢½�È�ÃZi-½�¾;È�¾�V V�Ç
\
À V�Ç	Á½�É�Ã Ç/È

u ∈ B(0, R)
Ç�\ ¿ ¼�Ç
[�Á¾©Ï º �

�

� 	�� 	���� " ÿ � � $.� �! �
p

, ¾DÃÈ-É�¼�Ç"T�½�Ä=¾�É�Æ�¾�\¦Ç	ÁÁ Ç&a8ÃÈQd�]�¼�Ç
[�Á¾©Ï Ð
�ð���	�	� §©¨�� � � Ã ÈWT

u ∈ Vd

À È�T
p ∈ L2(Ω)

VG½#Ä6Æ É�Æ À É

νa(u, ϕ) + ρb(u, u, ϕ) + c(ϕ, p) = (f, ϕ), ∀ϕ ∈
(

H1
0 (Ω)

)N
,

j � � ¹
s

u
V À É�ÃcV � ¾�VðÉ�Æ�¾2V�ÁÃ_]v[�Ç	½�È�T À ¼ SqÄ=Ç	ÈWT�Ã É�Ã Ç/È�V¸Ç�\.\¦¼�ÃÄ=É�ÃÇ	È ÉRS*]�¾(jT¹ � �gs �

, ¾DÆ À Y/¾"É�Æ�¾�\¦Ç	ÁÁÇ&a8Ã ÈQd�]�¼�Ç
]�ÇgV�Ã É�ÃÇ	È �
� �  ��  ÿ " �#"� �$ � 	 �ð���	�	� §©¨ �´�Y°�� �ð���	�	� §=¨�� �Y��§®§	
���ª²±Y��� §©°�  �
�ð���(��£ � � ¾©É

(u, p) ∈ Vd×L2(Ω)
[#¾ À V�Ç	Á½�É�ÃÇ	È®Ç�\ ¿ ¼�Ç
[�Á¾©Ï�q ��x Æ�¾;È�V�½Q[�VGÉ�Ã É�½�É�ÃÈQd

Ã È-É�Ç�j¬Í � ¹
s
v = u± ϕ

a8Ã É�Æ
ϕ ∈ (H1

0 (Ω))N »Ua�¾DÆ À Y/¾

νa(u,±ϕ) + ρb(u, u,±ϕ) + c(±ϕ, p) ≥ (f,±ϕ),

É�Æ�½�V)j � � ¹
sVÃcV2V À É�ÃZV � ¾�T �,h Ç&a að¾(a8Ã ÁÁ Y/¾©¼�Ã \lS�É�Æ À É
u

V À É�ÃZV � ¾�VDÉ�Æ�¾uVGÁÃ_] [�Ç	½�È�T À ¼ S
Ä=Ç	ÈWT�Ã É�Ã Ç/È�V8Ç
\.\¦¼�ÃÅÄ�É�ÃÇ	È ÉRS"]�¾(jT¹ � �gs � � VGÃÈQd ��¼�¾©¾;È % V�\¦Ç	¼�Ï ½�Á À »Uað¾ Ä À È ¼�¾�a8¼�Ã É�¾(j¬Í � ¹
s
À V�\¦Ç	ÁÁÇ&a�V

∫

Γ1

στ · (vτ − uτ ) ds+ j(vτ ) − j(uτ ) ≥ 0, ∀v ∈ V.
j � � º*s

¿ ½�ÉGÉ�Ã È�d
v = u+ ϕ

a8Ã É�Æ
ϕ ∈ V

À È�T V�½Q[�VGÉ�Ã É�½�É�ÃÈQd~Ã É�ÃÈ-É�Ç7j � � ºgs�»Uað¾VÇ
[�É À ÃÈ
∫

Γ1

στ · ϕτ ds+

∫

Γ1

g
(

|uτ + ϕτ | − |uτ |
)

ds ≥ 0.
j � � Í"s

� É!\¦Ç	ÁÁ Ç&a�V�["S´Ï�¾ À È�V¸Ç�\ À È ¾©Á¾©Ï�¾;È/É À ¼ S?]�¼�Ç
]�¾©¼�ÉRS~Ç�\
|.|

É�Æ À É

−

∫

Γ1

στ · ϕτ ds ≤

∫

Γ1

g|ϕτ | ds.
j � � �
s

� È Y�Ã¾+a�Ç�\�É�Æ�¾�ÃÈ�¾�i-½ À Á Ã ÉRS j � � �
s%a8Ã É�Æ
ϕ

¼�¾+]�Á À Ä=¾�Te["S
−ϕ

À ÈWT�Ç
\"É�Æ�¾�Ç	¼�Ã_d/Ã È À Á
Ã È�¾�i-½ À ÁÃ ÉRS j � � �gs�»Qað¾VÆ À Y	¾�¾+Y/¾©È-É�½ À Á ÁZS

∣

∣

∣

∣

∫

Γ1

στ · ϕτ ds

∣

∣

∣

∣

≤

∫

Γ1

g|ϕτ | ds.

x Æ�ÃZV�Ã Ï�]�ÁÃ ¾�V8É�Æ À É!\¦½�È#Ä�É�ÃÇ	È À Á
στ

Ç	È
H

1

2 (Γ1)
Ä À Èv[#¾D¾+X-É�¾©È�T�¾�Tv["S Ä©Ç	È-É�ÃÈ�½�Ã ÉRS´É�Ç

À [�Ç	½�È�T�¾�T \¦½�È#Ä�É�ÃÇ	È À Á2Ç/È´É�Æ�¾�� À È À Ä6Æ V^] À Ä©¾



µ��Kª ���"����° �/�Y��¡��ð���	�	� §=¨e£=�>�  ²¥�§�
=°�«6�Y¨�����§=6�ª¬��� §� �Y±(ª¬§=��¶Üµ� Ü���	§= � � ��� º��*p

X ≡ L1
g(Γ1) =

{

ξ;

∫

Γ1

g|ξ| ds < +∞

} a8Ã É�Æ
‖ξ‖X =

∫

Γ1

g|ξ| ds

À È�T�É�Æ À É Ã É V \¦½�È#Ä�É�ÃÇ	È À ÁDÈ�Ç/¼�Ï
≤

q ��� Ã È#Ä=¾�É�Æ�¾ T�½ À ÁyV ] À Ä=¾
X ∗

Ç�\
X

Ä À Èk[�¾
ÃZT�¾;È-É�Ã � ¾�Tua8Ã É�Æ¢É�Æ�¾�� À È À Ä6ÆuV ] À Ä=¾

X ∗ ≡ L∞

g (Γ1) =

{

ξ;
¾�V V �

sup
Γ1

|ξ(s)|

g(s)
< +∞

}

a8Ã É�Æ
‖ξ‖X∗ =

¾�V^V �
sup
Γ1

|ξ(s)|

g(s)
,

a�¾�Æ À Y/¾
στ ∈ L∞

g (Γ1)
a8Ã É�Æ Ã É V È�Ç	¼�Ï

≤
q/»pÈ À Ï�¾;Á_S/»�a�¾�Æ À Y/¾

|στ | ≤ g
À Á Ï�ÇgVGÉ

¾+Y	¾;¼^S"a8Æ�¾;¼�¾"Ç	È
Γ1

»�Ç
[�É À ÃÈ�ÃÈQd É�Æ�¾ � ¼ VGÉð¼�¾©Á À É�Ã Ç/ÈqÇ�\�jT¹ � �gs �Ux Æ�¾©È�»*]�½�ÉGÉ�Ã ÈQd
ϕ = −uÃ È j � � Í"s�»Uað¾VÆ À Y	¾

−

∫

Γ1

στ .uτ ds−

∫

Γ1

g|uτ | ds ≥ 0,

[*S´½�VGÃÈQd�É�Æ�¾ � ¼ VGÉ�¼�¾©Á À É�ÃÇ	È Ç�\2jT¹ � �gs�»Qað¾�d	¾©É
∫

Γ1

(

στ .uτ + g|uτ |
)

ds = 0

À È�T Æ�¾©È#Ä=¾
στ · uτ + g|uτ | = 0

À Á Ï�ÇgVGÉ8¾+Y/¾©¼ S*a8Æ�¾©¼�¾"Ç	È
Γ1

À V!T�¾�VGÃ¼�¾�T �
� ¾=É

(u, p) ∈ Vd × L2(Ω)
[#¾ À V�Ç	Á½�É�ÃÇ	È Ç
\ ¿ ¼�Ç
[�Á ¾;Ï Í ��� É%VG½#�~Ä©¾�V�É�Ç�Y	¾©¼�Ã_\lS

j¦Í � ¹
s �Qx Æ�ÃcV8ÃZV¸ÃÏ�Ï�¾�T�Ã À É�¾DÃ ÈvY�Ã ¾�aQÇ
\yj³¹ � �
s À È�T�jTº � �
s=» À V

νa(u, v − u) + ρb(u, u, v − u) + c(v − u, p) + j(vτ ) − j(uτ ) − (f, v − u)

=

∫

Γ1

στ · (vτ − uτ ) ds+ j(vτ ) − j(uτ )

=

∫

Γ1

(

στ · vτ + g|vτ |
)

ds−

∫

Γ1

(

στ · uτ + g|uτ |
)

ds

=

∫

Γ1

(

στ · vτ + g|vτ |
)

ds ≥ 0.

�

� �  ��  ÿ " �#"� �$��}	 ��§© 
u

�6§���©��� �� Tª¬�>°´��£ �ð���/��� §©¨ � � �{¥�§=°q ¦¥�§©��§�§��/ªÅ� ¬
p ∈ L2(Ω) ��«6¥q ²¥��Y 

(u, p)
©���K±Y§= �ð���	�	� §©¨ � � ¤��>��§6�Y±Y§=�	�

p
ªÅ ��°�ª�
	��§+§���«�§ �� �£=�>�+�Y°���� �Yª² ³ª²±�§

«��>°�� ��Y°�  � 
�° ���>�� Tª¬«	� � �Y�	�
p

���«�¥� ²¥��Y 
(p, 1) = 0

ªÅ ��°#ª�
���§ �
�ð���(��£ � � ¾©É

u
[#¾ À V�Ç	Á½�É�ÃÇ	È�Ç
\ ¿ ¼�Ç
[�Á¾©Ï*¹�»Oað¾2]�¼�Ç&Y	¾ À V�ÃÈ ¿ ¼�Ç
]�ÇgV�Ã É�Ã Ç/È�º�É�Æ À É

u
ÃZV¸É�Æ�¾2V�Ç	Á½�É�ÃÇ	È¢Ç�\yÉ�Æ�¾�\¦Ç/Á ÁÇ&a8Ã È�d-]�¼�Çg[�Á ¾;Ï Ð

�ð���	�	� §©¨�� � � Ã ÈWT
u ∈ Vd

V�½�Ä6Æ¢É�Æ À É

νa(u, ϕ) + ρb(u, u, ϕ) = (f, ϕ), ∀ϕ ∈ (H1
0,d(Ω))N ,

À È�T
u

V À É�ÃcV � ¾�V�É�Æ�¾2VGÁÃ_]v[�Ç	½�ÈWT À ¼ S´Ä=Ç/È�T�Ã É�ÃÇ	È�V¸Ç
\}\¦¼�ÃÄ=É�ÃÇ	È¢ÉRS"]#¾?j³¹ � �
s �W{ ¾©¼�¾	»

H1
0,d(Ω) =

{

v ∈ H1
0 (Ω);

T�ÃZY
(v) = 0

Ã È
Ω

}

.



º���� ��� µp�Yª��Yª
� Èu] À ¼�É�ÃÅÄ=½�Á À ¼(»

u
V À É�ÃcV � ¾�V

∫

Ω

[

− 2ν
∂

∂xj

(eij(u)) + ρuj

∂ui

∂xj

− fi

]

ϕi dx = 0,

∀ϕ ∈
{

v ∈
(

D(Ω)
)N

;
T�ÃZY

(v) = 0
Ã È
Ω

}

.

x Æ�¾©È Ã É�ÃZVKað¾©ÁÁ Ê f�È�Ç&a8È�j VG¾;¾?n_q�¹�rls�É�Æ À É8É�Æ�¾;¼�¾V¾$X�ÃcV�É�V
p ∈ H−1(Ω)

V�½�Ä6Æ É�Æ À É

−2ν
∂

∂xj

(

eij(u)
)

+ ρuj

∂ui

∂xj

− fi =
∂p

∂xi

À�� ¾ � ÃÈ
Ω, i = 1, . . . , N.

j � � � s

Â�½�Á É�ÃZ]�Á_S�ÃÈQdoj � � � s�["S À È"S
ϕ ∈ (H1

0 (Ω))N
À È�T¢½�V�ÃÈQd ��¼�¾;¾©È % V�\¦Ç	¼�Ï ½�Á À »Uað¾2V�Æ�Ç&a

¾ À V�ÃÁ_S É�Æ À É
(u, p)

ÃZV VGÇ/Á ½�É�ÃÇ	È Ç�\ ¿ ¼�Ç
[�Á ¾;Ï Í ��� Ä;Ä=Ç	¼�T�ÃÈQd É�Ç ¿ ¼�Çg]#Ç*VGÃ É�ÃÇ	È º að¾
T�¾�T�½#Ä=¾VÉ�Æ À É
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