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∂t
= C1

[

(1−p1)
∂αu

∂−xα
1

+p1
∂αu

∂+xα
1

]

+C2
[

(1−p2)
∂αu

∂−xβ
2

+p2
∂βu

∂+xβ
2

]

+f,
w�|��P{:�

e Y�¿¨¹â¿
u = u(x, t)

À
Ci = Ci(x) > 0, (i = 1, 2), f = f(x, t)

À

x = (x1, x2) ∈ P = {x1L ≤ x1 ≤ x1R, x2L ≤ x2 ≤ x2R},

�R �¡ ∂αu

∂+xα
1,2

À ∂αu

∂−xβ
1,2

�	¹¼¿ Ä ¿�R�NI� Y��R #¡�¿;¡ w
+
� �R �¡T¹¼ÂPS*Y�N35�Y��	 �¡�¿;¡ w

−
�qRì¹â�
M(N¼ÂPO	 #�RÄ

¡�¿¨¹âÂ ¾?�"N¼Â¾	¿;Ã;À
pi ∈ [0, 1]

À
i = 1, 2

�643¿�N Å�Ã ¡�¿; �O"Nâ¿
Ci(1 − pi) = ci

−(x)
À
Cipi =

ci
+(x)

À
i = 1, 2.
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k�Y�¿F�"Â¹¼ÂgM�Y�Ä¿�N Z8O	Å� #¡��R¹â»qM�O/ �¡�Â[N¼ÂPO	 �Ã9�	¹¼¿Y¡�¿�v� �¿;¡uO/ qN)Y�¿�Z O/Å� �¡��	¹¼»qO"R

P

u(x, t) = 0, x ∈ ∂P,
w!|�� |
�

�R �¡qN�Y�¿xRVO/Ä ÄPO e Â �S�Â  �Â[N¼Â �RÄ M�O	 #¡�Â$NâÂ[O/  Â Ã�S	Â¾	¿; 3Ç

u(x, 0) = ϕ(x).
w!|�� z��

� N�Â Ã e ¿¨ÄÄ �·º� �O e  3À�N�Y��"N Rì¹7�*M�N¼ÂPO	 ��	Ä-¡�¿¨¹âÂ ¾?�XNâÂ ¾/¿;Ã M¨�R 0Z#¿ ¡�¿�v� �¿;¡ Â   ¡�Â$hj¿¨¹â¿¨ �N e ��»�Ã
y[{:z#~·�/�� _O	Å�¹rj��"j�¿¨¹�N�Y�¿"Ä ¿�R�N,5�Y#�R �¡�¿(¡½�R #¡'N�Y�¿�¹âÂPS*Y�N,5EY��R �¡�¿;¡0Rì¹â�
M(NâÂ[O/ ��RÄ�¡�¿¨¹âÂ ¾?�XNâÂ ¾/¿;Ã
�R¹â¿4N)Y�¿��9Â¿¨Æd�R �  5 4�Â[O/Å�¾�Â ÄÄ ¿4Rì¹7�*M(NâÂ[O/ ��RÄ3¡�¿¨¹âÂ ¾?�XNâÂ ¾/¿;ÃaO"R�O	¹7¡�¿¨¹

α
¡�¿�v� �¿;¡1�	Ã

(Dα
L+v)(x, t) =

∂αv

∂+xα
=

1

Γ (n − α)

∂n

∂xn

∫ x

L

v(ξ, t) dξ

(x − ξ)α+1−n
,

w�|�� Á��

(Dα
R−v)(x, t) =

∂αv

∂−xα
=

(−1)n

Γ (n − α)

∂n

∂xn

∫ R

x

v(ξ, t) dξ

(ξ − x)α+1−n
,

w�|���}*�

e Y�¿¨¹â¿
v(x, t)

Â Ã �,S	Â¾	¿; bRìÅ� GM(NâÂ[O/  ¡�¿�v� �¿;¡_O	 
[L, R]× [0, T ]

À
n

Â Ã �	 dÂ  �N¼¿�S	¿;¹ Ã¼ÅGM�Y
N�Y��"N

n − 1 < α ≤ n
À��	 �¡

Γ (z)
ÂÃ;N�Y�¿0S/�	Æ Æd�bRìÅ� GM(NâÂ[O/ 3�#� R

α = k
ÂÃ��R �Â �N¼¿�S	¿¨¹

 -Å�Æ,Z�¿¨¹(ÀlN�Y�¿; �¡�¿�v� �Â[N¼ÂPO	 �Ãmw�|�� Á��=À w!|�� }
��¹¼¿(¡�ÅGM¨¿�N�ObN)Y�¿ Ã�Nâ�R #¡��R¹7¡1¡�¿¨¹âÂ ¾?�"N¼Â¾	¿;Ã;ÀEN�Y#�XN
ÂÃ

(Dk
L+v)(x, t) =

∂kv

∂xk
, (Dk

R−v)(x, t) = (−1)k ∂kv

∂xk
=

∂kv

∂(−x)k
.

� N Â Ã�¿;�/ÃI»bN)O Ã¼¿¨¿UN�Y#�XN Â$R
α = β = 2

�	 �¡ Ã¼¿�N�N¼Â �S
ci(x) = ci

−(x) + ci
+(x)

À
i = 1, 2

À
¿�i-Å��XNâÂ[O/ �w�|��P{:�CZ�¿�M�O/Æ�¿;ÃaN�Y�¿mM=Ä �	ÃâÃIÂgM¨�	Äj¡�Â$hjÅ�Ã¼Â[O/ �¿:i-Å��XNâÂ[O/ 

∂u

∂t
= c1 ∂2u

∂x2
1

+ c2 ∂2u

∂x2
2

+ f.

��  N�Y�¿,M;�	Ã¼¿xO"R
α = β = 1

�R #¡�ÃI¿�N�N¼Â �S
ci = −ci

−(x) + ci
+(x)

À
i = 1, 2

À�¿�i-Å��"N¼ÂPO	 
w!|��P{:�CS/Â ¾/¿;ÃaN�Y�¿xRVO	ÄÄ[O e Â �S'Y-»Ej�¿¨¹)Z O/Ä ÂgM4N¼¹7�R �Ã�j8O	¹�N ¿:i-Å��XNâÂ[O/ 

∂u

∂t
= c1 ∂u

∂x1
+ c2 ∂u

∂x2
+ f.

��>��pJ��1+.- + F��������;DGF�� K3- 2�B + / 2?J8BlFrDGK���2�BlK�F�A

43¿�N�Å#Ã9¡�¿�v� �¿FÂ  
P

��Å� �Â$RVO/¹¼Æ Ã�j��
M=¿xS	¹âÂ ¡

ωh =
{

(x1i, x2j) : x1i = x1L+ih1, x2j = x2L+jh2, hk =
xkR − xkL

Nk
, k = 1, 2

}



Á��
| �����	�¨ª¼©�¬�
�µ¯j©����
�©��/©	¦¨´�©�������;�X�d©?¯W�?´?©
�R �¡ Â  uN)Y�¿FÂ  �Nâ¿¨¹â¾��	Ä

0 ≤ t ≤ T
� Å� �Â$RVO/¹¼Æ N¼ÂÆ ¿�S/¹¼Â ¡

ωh =
{

tn : tn = nτ, n = 0, 1, . . . , N, tN = T
}

.

43¿�N�Å#Ã9¡�¿¨ �O*N¼¿�¡�Â Ã)M=¹â¿�N¼¿URìÅ�  M(N¼ÂPO	 #Ã¨Ç

yn = yn
ij = y(Xij , tn) = y(x1i, x2j , tn),

ck
+ij = ck

+(Xij), ck
−ij = ck

−(Xij), k = 1, 2, fn = fn
ij = f(Xij , tn).

¸�O	¹CN�Y�¿Y�*j�j�¹)O ��Â Æd�XNâÂ[O/ cO"R�Ä¿�R�N¼��Y#�R �¡�¿(¡cRì¹7�*M�N¼ÂPO	 ��	Ä�¡�¿;¹¼Â¾?�XNâÂ ¾/¿0w!|�� ÁE� e ¿�Å�ÃI¿Y�R 
O	 �¿¨�²Ã�Y�Â[R�N���¹���  e �RÄ ¡_RVO/¹¼Æ Å�Ä�uy ##~

∂αu

∂xα
=

1

hα
1

lim
N1→∞

N1
∑

k=0

gα,k u
(

x1 − (k − 1)h1, x2, t
)

,

e Y�¿¨¹â¿
gk

�	¹¼¿UN�Y�¿���¹���  e �RÄ ¡ e ¿¨ÂPS*Y�NâÃ

gα,k =
Γ (k − α)

Γ (−α)Γ (k + 1)
= (−1)k

(

α

k

)

, h1 =
x1 − x1L

N1
, 1 < α ≤ 2.

k�Y�¿��*M�M=Å�¹7�*M¨»'O*R N)Y�¿xN¼¹âÅ� GM;�XNâ¿;¡qRVO	¹âÆ Å�Ä � ÂÃ ¿(ÃLNâÂ Æd�XNâ¿;¡1�	Ã

∂αu

∂xα
=

1

hα
1

N1
∑

k=0

gαku(x1 − (k − 1)h1, x2, t) + O(h1).

43¿�N�Å#Ã9¡�¿�v� �¿xN�Y�¿xv� �Â$Nâ¿=��¡�Â$hj¿¨¹â¿¨  M=¿�O*j�¿¨¹7�XN)O	¹7Ã¨Ç

Â1y
n
ij =

C1
ij

hα
1

[

(1 − p1)

i+1
∑

k=0

gαkyn
i−k+1,j + p1

N1−i+1
∑

k=0

gαkyn
i+k−1,j

]

,

Â2y
n
ij =

C2
ij

hβ
2

[

(1 − p2)

j+1
∑

k=0

gβkyn
i,j−k+1 + p2

N2−j+1
∑

k=0

gβkyn
i,j+k−1

]

.

" ¿��"jGj�¹�O ��ÂÆd�XN¼¿�¡�Â[h�¿;¹¼¿; 
NâÂ�	Ä�j�¹�O
Z�Ä¿¨Æ w!|��[{#� 5Tw!|�� z
�mZ�»^N�Y�¿uRVO/Ä ÄPO e Â  GS v� �Â[N¼¿¨�
¡�Â$hj¿¨¹â¿¨  M=¿FÃ�M�Y�¿¨Æ�¿	À e Y�ÂPM�Y�ÂÃ e ¹¼Â[N�Nâ¿¨ �Â  ��bM¨�	 �O	 �ÂgM¨�	ÄWRVO	¹âÆ yP{:|:~

B̂
yn+1 − yn

τ
= Âyn + f,

w!z��P{:�

e Y�¿¨¹â¿
Â = Â1 + Â2

À
B̂ = (E − τÂ)

��¸GO	¹�Ã¼Ål�_M=Â¿¨ �N¼Ä» Ã¼ÆbO�O*N�Y1Ã�O/Ä Å�N¼ÂPO	 �Ã Ã)M�Y�¿¨Æ�¿
w&z��P{:� �"jGj�¹�O ��ÂÆd�XN¼¿(ÃcRì¹7�*M�N¼ÂPO	 ��	Ä+¡�Â[h�¿;¹¼¿; �N¼Â �RÄY¿�i-Å��"N¼ÂPO	  w�|��P{:� e Â$N)Y N�Y�¿h�
M�M=Å�¹â�
M=»
O(τ + h1 + h2)

�
�"Ã�Â sN�Y�¿fM¨�/ÃI¿

α = β = 2
RVO/¹�N e OR��¡�Â Æ�¿; �ÃIÂPO	 #�RÄrj��	¹â�*Z O/Ä ÂgMbj�¹)O*Z�Ä¿¨ÆdÃ;À3Â[N Â Ã

¾	¿¨¹â» ÂÆ'j8O	¹�Nâ�	 �NcN�O ¡�¿�v# �¿��R  ¿��_M=Â¿¨ �N �	Ä[S
O	¹âÂ$N)Y�Æ N�O Ã�O	Ä¾	¿^w&z��[{#� �XNd¿;�
M�Y\NâÂ Æ�¿
Ä ¿;¾	¿¨Ä·���Ej�ÄÂ$N�N¼Â �S��RÄPS*O	¹âÂ[N�Y�ÆdÃ��R¹â¿"¾	¿;¹¼»bj8O*j�Å�Ä�	¹�N)O�O/ÄÃ�Â _N)Y�ÂÃ9�	¹¼¿(�_w®Ã¼¿¨¿'y z�ÀW{:|�ÀW{#}:~��=�

k��	º-Â �S½Â �N�O��*M�M�O	Å� �N N)Y��XNURVO	¹
u ∈ W 1

r (R2)
À
(x1, x2) ∈ R2 À

r > α = β + 3
À

N�Y�¿FÆ�Â ��¿(¡1¡�¿¨¹âÂ ¾?�"N¼Â¾	¿xM¨�R  Z�¿Y¿;Ã�N¼ÂÆ��"N¼¿(¡fZ�» y�}#~



��°���§Mµ±·±·µ¯�� �+§ �
�Rª�µ± 
l� ¬����RªY°W�R§M«�±W&�R¯������
	���¬m����3ª¼©��¨±W&�R¯�©R§�� ª��	¦¨ª Á��*z

∂β

∂x2
β

∂αu(x1, x2, t)

∂x1
α

= h−α
1 h−β

2

∞
∑

k=0

∞
∑

l=0

(−1)(k+l)

(

α

k

)(

β

l

)

× u
(

x1 − (k − 1)h1, x2 − (l − 1)h2, t
)

+ O(h1 + h2),

e ¿�M�Y��	 �S	¿xO*j�¿¨¹7�XN)O	¹
B̂

Â  ^w!z��P{:�CZ�»_N�Y�¿xR®�*M(N)O	¹âÂ[n;¿;¡qO*j�¿¨¹7�XN�O/¹

B = (E − τÂ1)(E − τÂ2) = B̂ + τ2Â1Â2.

� N ÂÃ,O*Z�¾�Â[O/Å�ÃUN�Y#�XNmN)Y�¿ �"jGj�¹�O ��ÂÆd�XN¼ÂPO	 h¿¨¹â¹)O	¹�O"R�N)Y�¿cR®�*M�N�O/¹¼ÂPn¨¿(¡`v# �Â$Nâ¿=��¡�Â[h�¿;¹¼¿; GM=¿
Ã�M�Y�¿;Æ�¿

(E − τÂ1)(E − τÂ2)
yn+1 − yn

τ
= (Â1 + Â2)y

n + fn+1,
w!z���|*�

e Â$N)Y
fn+1 = f + O(τ + h1 + h2)

À�ÂÃ O"R�N�Y�¿�Ãâ�RÆ�¿�O	¹7¡�¿;¹ �/ÃpO"R N�Y�¿,Z��	Ã¼ÂPMYÃ)M�Y�¿¨Æ�¿
w&z��P{:�=�
�%�*M�Y\R®�*M�N�O	¹âÂPn¨¿;¡sÃ�M�Y�¿¨Æ�¿uM;�R  Z#¿1ÂÆbj�Ä ¿;Æ�¿¨ �N¼¿(¡ Â  �`Rì¿ e ¡�Â[h�¿;¹¼¿; 
N e ��»�Ã¨À
e Y�¿¨ ��9Æ Å�Ä[N¼Â ¡�Â Æ�¿; �ÃIÂPO	 #�RÄ w&O	¹��9Æ Å�Ä[N¼Â � j�¹�OlM¨¿;ÃâÃ)�8j�¹)O*Z�Ä ¿;Æ]Â Ã3¹â¿;¡�Å M=¿;¡UN)O"��Ã¼¿�i-Å�¿; GM=¿
O"R Ã¼Â Æbj�Ä¿\wìÂ �ÆbO/Ã�NuM;�	Ã¼¿;ÃcO/ �¿=��¡�ÂÆ�¿¨ �Ã¼Â[O/ ��RÄ��'j�¹)O*Z�Ä¿¨ÆdÃ;� "h¿ e ÂÄ Ä�Å�Ã¼¿�� Ã¼ÂÆ'j�Ä ¿
Ã�j�ÄÂ[N�N¼Â �S½�	Ä[S
O	¹âÂ$N)Y�Æ1Ç



















y
n+1/2
ij − yn

ij

τ
= A1y

n+1/2
ij + fn+1,

yn+1
ij − y

n+1/2
ij

τ
= A2y

n+1
ij ,

w!z�� z
�

e Â$N)Yun;¿¨¹)Od�"Â¹¼ÂgM�Y�Ä¿�NpZ8O	Å� �¡��R¹â»qM�O/ �¡�Â[N¼ÂPO	 �ÃaRVO/¹
y

n+1/2
ij

�
k�Y�¿�O	¹7¡�¿¨¹+O"Rj�"j�j�¹�O ��ÂÆ��"N¼ÂPO	  e Â[N�Y ¹â¿;Ã�j#¿:M(N+N�OUN¼ÂÆ�¿ M¨�	 0Z�¿ Â  GM¨¹¼¿(�	Ã¼¿;¡,Z-» Å�ÃIÂ �S

N�Y�¿�Ã¼»�Æ Æ�¿�N¼¹âÂPM�¾	¿;¹âÃ¼ÂPO	 _N)Y�¿�Ã)M�Y�¿¨Æ�¿

(E −
τ

2
Â1)(E −

τ

2
Â2)y

n+1 = (E +
τ

2
Â1)(E +

τ

2
Â2)y

n + τfn,
w!z�� Á��

e Y�¿¨¹â¿
fn = f +O(τ2 + h1 + h2)

����Â GM=¿
τÂ1Â2(y

n+1 − yn)
Â ÃaO"R O/¹â¡�¿¨¹

O(τ2 +
h1 + h2)

À�N)Y�¿�Ãâ�RÆ�¿�¿(ÃLNâÂ Æd�"N¼¿"Â Ã��RÄ Ã�O ¾��	Ä Â ¡bRVO/¹�N)Y�¿;S/Ä[O
Z��RÄ��"j�j�¹)O ��Â Æd�"N¼ÂPO	 �¿¨¹â¹�O/¹�O*R
w&z�� Á��=�

43¿�N Å�Ã^M�O	 �Ã¼Â¡�¿¨¹ �R �ÂÆbj�Ä¿¨Æ�¿¨ �Nâ�"N¼ÂPO	  �RÄPS*O	¹âÂ[N�Y�Æ O*R_N�Y�¿ R®�
M(N�O/¹¼ÂPn¨¿(¡ v� �Â[N¼¿¨�
¡�Â$hj¿¨¹â¿¨  M=¿1Ã�M�Y�¿;Æ�¿ w&z�� ÁE��À e Y�ÂgM�Y\M�O/Â   M=Â ¡�¿;Ã e Â[N�YtN)Y�¿ M=Ä �	ÃâÃIÂgM¨�	Ä Æ�¿�N)Y�O�¡tO*R+�RÄ[N¼¿;¹I�
 ��XNâÂ  �Sd¡�Â¹â¿�M(NâÂ[O/ �ÃxyP{:}:~²Ç

(E −
τ

2
Â1)y

n+1/2 = (E +
τ

2
Â2)y

n +
τ

2
fn,

w!z���}*�

(E −
τ

2
Â2)y

n+1 = (E +
τ

2
Â1)y

n+1/2 +
τ

2
fn,

y0 = ϕij , xij ∈ ωh.

k�Y�¿ Z O/Å� �¡��	¹¼»dM�O	 #¡�Â$NâÂ[O/ �Ã'RVO	¹
yn+1/2 �R¹â¿ e ¹¼Â[N�Nâ¿¨  Â   �
M�M�O/¹â¡��R GM¨¿_N�O yP{:|#~+�R �¡

N�Y�¿uO	¹7¡�¿¨¹0O"R+�
M�M¨Å�¹â�
M=»
O(τ2 + h1 + h2)

ÂÃ'j�¹â¿;Ã¼¿¨¹â¾	¿(¡y�."h¿1�RÄ Ã�O� GO"N¼¿qN�Y��"N0N)Y�¿
N�Y�¿�¹¼ÂPS*Y�N¼��Y��	 �¡dÃ¼Â¡�¿��"j�j�¹�O ��ÂÆ��"N¼ÂPO	 �Ã�Â  `w!z�� Á��%�R �¡ w!z���}*�%�R¹â¿"¡�Â[h�¿;¹¼¿; 
N(À*N)Y�Å�ÃCN�Y�¿(ÃI¿
Ã�M�Y�¿;Æ�¿;Ã9�R¹â¿� �O"N�¿:i/Å�Â ¾?�RÄ¿¨ �N(�



Á��RÁ �����	�¨ª¼©�¬�
�µ¯j©����
�©��/©	¦¨´�©�������;�X�d©?¯W�?´?©
� >��aB 2 'UK3)�K�B�� � A 2�)����EK��

� N+Â Ã e ¿¨ÄÄ �²º� �O e  3ÀGN�Y��"N+Â[R�Z O/Å� �¡��	¹¼» M�O/ �¡�Â[N¼ÂPO	 �Ã4O	  N�Y�¿,Rì¹â�
M(N¼ÂPO	 #�RÄoNâÂ Æ�¿ ÃLNâ¿�j �	¹¼¿
M�O	Æbj��"N¼ÂPZ�Ä¿ e Â$N)YfN)Y�¿mZ��/ÃIÂgM4R®�*M�N�O	¹âÂPn¨¿;¡�Ã)M�Y�¿¨Æ�¿	À�N�Y�¿; fN)Y�¿ �
M�M=Å�¹â�
M=»½�R #¡�Ã�Nâ�*Z�ÂÄ Â[N�»
O"R+N�Y�¿ ¡�ÂÃ)M=¹â¿�Nâ¿�Ã�M�Y�¿¨Æ�¿�¡�¿�j�¿¨ #¡�Ã O/ �Ä »fO	  N)Y�¿mj�¹)O*j�¿¨¹�N¼Â¿;Ã�O*R�N)Y�¿�Æd�RÂ  R®�*M�N�O/¹¼ÂPn¨¿(¡
Ã�M�Y�¿;Æ�¿,yP{:|�ÀW{:}#~·�lk�Y�Å�Ã�RVO	¹ ÃLN7�"Z�ÂÄ Â[N�»d�R ��	Ä »�Ã¼ÂÃ e ¿4M¨�	 ½Â -¾/¿;Ã�N¼ÂPS/�"N¼¿"�	 -»cM�O	Æbj��XNâÂ[Z�Ä ¿
Â Æbj�Ä¿¨Æ�¿¨ �N7�XN¼ÂPO	 ��	Ä[S
O	¹âÂ$N)Y�Æ O"R¤Ã�M�Y�¿;Æ�¿;Ã�w&z�� |
� �R �¡�w&z�� ÁE���

�� qO	¹7¡�¿;¹CN)O0S/¿�N�� Æ��"N¼¹âÂ �½¹â¿�j�¹¼¿(ÃI¿; 
N7�XNâÂ[O/ _O"R��	Ä[S
O	¹âÂ$N)Y�Æ w&z�� z���À e ¿4j�Å�N ¿��lj�Ä ÂgM=Â[N
¿��lj�¹â¿;ÃâÃIÂPO	 �ÃbO*R

Â1
À
Â2

Â �N�OsN�Y�¿;Ã¼¿�¿�i-Å��"N¼ÂPO	 �Ã;�(43¿�N Å�ÃdÂ �N¼¹)O�¡�ÅGM=¿ N)Y�¿ RVO	ÄÄPO e Â  �S
 �O"N7�XN¼ÂPO	 

d1
ij = c1

+ij

τ

hα
1

, e1
ij = c1

−ij

τ

hα
1

, d2
ij = c2

+ij

τ

hβ
2

, e2
ij = c2

−ij

τ

hβ
2

,

N�Y�¿;  e ¿Y¹¼¿ e ¹¼Â[N¼¿F�	Ä[S
O	¹âÂ$N)Y�Æ w&z�� z�� �	Ã;Ç

− (e1
ijgα0 + d1

ijgα2) y
n+1/2
i−1,j +

(

1 − (d1
ij + e1

ij)gα1

)

y
n+1/2
ij − (e1

ijgα2 + d1
ijgα0)

× y
n+1/2
i+1,j − d1

ij

i+1
∑

k=3

gαky
n+1/2
i−k+1,j − e1

ij

N1−i+1
∑

k=3

gαky
n+1/2
i+k−1,j = yn

ij + τfn+1
ij ,

w®Á��P{:�

y
n+1/2
0j = 0, y

n+1/2
N1j = 0, y0

ij = ϕij , i = 1, N1 − 1, j = 1, N2 − 1,

− (e2
ijgβ0 + d2

ijgβ2) yn+1
i,j−1 +

(

1 − (d2
ij + e2

ij)gβ1

)

yn+1
ij −(e2

ijgβ2 + d2
ijgβ0)y

n+1
i,j+1

− d2
ij

j+1
∑

k=3

gβky
n+1/2
i,j−k+1 − e2

ij

N1−i+1
∑

k=3

gβky
n+1/2
i,j+k−1 = y

n+1/2
ij ,

w®Á���|*�

yn+1
i0 = 0, yn+1

i,N2
= 0, i = 0, N1, 0, N2.

�	��
�
 ý��ÿ � ¯�¦��3�?��d¦¨¯�¬�&�?¯j©?§ �jª����¨§ ¦�� ¬ wìÁ#�[{#� ©?¯�� w®Á���|*� ©Rª¼¦s«�¯ ���?¯��?µ±·&�?¯j©?§µ§M¶
¬7±�©��¨§ ¦ ���?ª

1 < α, β < 2
�

��ª��:� ��� 43¿�N+Å�ÃUM�O/ �Ã¼Â¡�¿;¹4j�¹�O
Z�Ä ¿;Æ w®Á��P{:�pRVO	¹Y�cv ��¿;¡
j = j0, j0 = 1, N2 − 1

�0"h¿
�"j�j�Ä» � Æd�XNâ¹¼Â � Ã�Nâ�"Z�Â ÄÂ$N�»��R ��	Ä »�Ã¼ÂÃCRVO/¹�N�Y�¿FÄÂ  �¿;�R¹�Ã¼»�ÃLNâ¿¨Æ O*R�¿:i/Å#�XN¼ÂPO	 #Ã

Aj0
1 Y

n+1/2
j0

= Rn+1
j0

�R¹âÂÃ¼Â  GS,Rì¹)O	Æ N)Y�¿xv� �Â[N¼¿¨�²¡�Â$hj¿¨¹â¿¨ GM¨¿�Ã�M�Y�¿¨Æ�¿cwìÁ��P{:�=À e Y�¿¨¹â¿

Y
n+1/2
j0

=
[

y
n+1/2
1j0

, y
n+1/2
2j0

, . . . , y
n+1/2
N1−1j0

]T
,

Rn+1
j0

=
[

rn+1
1j0

, rn+1
2j0

, . . . , rn+1
N1−1,j0

]T
, rn+1

ij0
= yn

ij0 + τfn+1
ij0

,

Aj0
1 = (a1

im)
ÂÃ�N)Y�¿9Æd�XN¼¹âÂ �0O"RWM�O�¿��_M¨Â ¿; 
N7Ã¨À?Â[NâÃ%¡�Â Æ�¿; �ÃIÂPO	 

(N1−1)×(N1−1)
À#N)Y�¿

M�O�¿��_M=Â¿¨ �N7Ã��	¹¼¿ ¡�¿�v� �¿;¡0Z�»
a1
00 = 1

À
a1
0m = 0

RVO	¹
m = 1, . . . , N1

ÀR�R �¡
a1

N1N1
= 1

À
a1

N1m = 0
RVO	¹

m = 0, . . . , N1 − 1
À��R �¡
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−(d1
ij0

gα2 + e1
ij0

gα0), m = i − 1,

1 − (d1
ij0

+ e1
ij0

)gα1, m = i,

−(d1
ij0gα0 + e1

ij0gα2), m = i + 1,

−d1
ij0

(gαi−m+1, m < i − 1,

−e1
ij0gαm−i+1, m > i + 1.

w®Á�� z
�

� O"Nâ¿ N�Y#�XN
gα1 = −α

À
gαi > 0

À ∑∞
i=0 gαi = 0

�Ck�Y�Å�Ã e ¿ Y#��¾	¿ N�Y#�XN
gα1Ã¼�"N¼Â ÃLv�¿(ÃaN�Y�¿FÂ �¿:i/Å#�RÄÂ$N�»

−gα1 >

N1
∑

k=0,k 6=1

gαk.

� NpRVO	ÄÄ[O e ÃCRì¹)O	Æ N)Y�¿F¿;Ã�N¼ÂÆd�XNâ¿;Ã�S	Â¾	¿; ��*Z O?¾/¿;N)Y��XN

a1
ii = 1 − (d1

ij0 + e1
ij0)gα1 = 1 + (d1

ij0 + e1
ij0)α,

ri =

N1
∑

m=0,m6=i

|a1
im| =

i+1
∑

m=0,m6=i

d1
ij0gαm +

N1−i+1
∑

m=0,m6=i

e1
ij0gαm < (d1

ij0 + e1
ij0)α.

�pM�M�O/¹â¡�Â  �SfN�OfN�Y�¿ ��¹¼¿(Ã�M�Y�S
O	¹âÂ   N�Y�¿�O	¹â¿¨Æ y z#~rN�Y�¿ ¿;Â[S/¿¨ �¾?�RÄÅ�¿;ÃUO*R�N�Y�¿ Æd�"N¼¹âÂ �
Aj0

1Ä Â¿FÂ  uN)Y�¿YÅ� �ÂPO	  O"R�N�Y�¿mM¨Â ¹�M=Ä¿;Ã�M¨¿¨ �N¼¿;¹¼¿(¡ �"N
a1

kk

Ç

|z − a1
kk| ≤ rk , rk =

n
∑

i=1,i6=k

|a1
ki|, k = 1, . . . , n.

k�Y�ÂÃ ÂÆ'j�Ä Â¿;ÃCN�Y#�XNaN�Y�¿+¿¨ÂPS	¿¨ �¾?�RÄÅ�¿(Ã�O*RTN�Y�¿�Æd�XN¼¹âÂ �
Aj0

1

�R¹â¿+�RÄÄ� �O Ä¿;ÃâÃrN)Y��R qO	 �¿+Â  
Æ��*S	 �Â[N¼Å#¡�¿	���"¿¨ GM¨¿xN�Y�¿�Ã�j#¿:M(Nâ¹â�	Äy¹â�/¡�Â Å#Ã�O"RQN)Y�¿FÂ -¾/¿¨¹7ÃI¿�Æd�XNâ¹¼Â �

ρ
(

(Aj0
1 )−1

)

< 1, j0 = 1, . . . , N2 − 1.

k�Y-Å#ÃmN)Y�¿ ¿;¹¼¹)O	¹ Â  
Y n

j0

Â Ã  GO"N Æd�*S	 �Â[v�¿;¡ �R �¡sÃ�M�Y�¿;Æ�¿ wìÁ#�[{#�FÂ Ã Å� GM�O/ �¡�Â[N¼ÂPO	 ��	Ä Ä»
ÃLN7�"Z�Ä¿	���]Ã¼ÂÆ ÂÄ �R¹�¹¼¿(ÃIÅ�Ä[N ÂÃ ¾?�RÄÂ¡_RVO	¹CN�Y�¿YÃI¿:M�O/ �¡½Ã�j�Ä Â[N�NâÂ  GS Ã�N¼¿�j wìÁ#� |
���Ek�Y�¿�Ä ¿;Æ Æd�
ÂÃpj�¹�O?¾/¿;¡y�

�

" ¿ e ¹âÂ$Nâ¿FÃ�M�Y�¿;Æ�¿bw!z���|*� Â fN)Y�¿xRVO	ÄÄPO e Â  �S0RVO	¹âÆ

A1A2Y
n+1 = Y n + F n+1,

e Y�¿¨¹â¿
Aj = E − τÂj , j = 1, 2

�	 �¡

Y n =
[

yn
11, yn

21, . . . , y
n
N1−11, yn

12, yn
22, . . . , yn

1N2−1, yn
2N2−1, . . . , yn

N1−1N2−1

]T
,

F n+1 M�O	 #ÃIÂ ÃLN7Ã;O*R
fn+1

ij

�R #¡�Â[NF�	ÄÃ�O Â GM¨Ä Å�¡�¿;Ã4N¼¿;¹¼ÆdÃ;Rì¹�O/Æ Z O/Å� �¡��	¹¼» M�O/ �¡�Â[N¼ÂPO	 �Ã;�
kQO�ÂÄ ÄÅ�Ã�N¼¹7�XN¼¿UN)Y�¿FÆd�XN¼¹âÂ �qj��XN�N¼¿;¹¼  O"R

Aj
e ¿Y �O*N¼¿xN)Y��XN

A1 = diag
(

A1
1, A2

1, . . . , AN2−1
1

)

,

e Â$N)Y
(N1 − 1)× (N1 − 1)

Z�ÄPOlM7º�Ã
Aj0

1

À
j0 = 1, . . . , N2 − 1

��£��"N¼¹âÂ �
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Â Ã ¡�¿�v# �¿;¡
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A1
©?¯ �

A2
���"�0� «�±²¦��
 �µ¦ �
± 
�¦ ¦��=«�©R§Mµ±·¶

A1A2 = A2A1
 ¬Y¬¨©?±· ¬ �

	 ¦ � ��± 
�¦¨¯�¬ � 
�¦���¦
(3.2) 


µ± 

1 < α, β < 2

 ¬Y«�¯ ���?¯ �Rµ±W&�R¯�©R§µ§M¶d¬�±²©��=§¦ �
��ª��:� ��� "h¿ M�O	 #ÃIÂ ¡�¿¨¹_N�Y�¿�Ã�Nâ�*Z�Â ÄÂ[N�»\O"R_w!z���|*� e Â[N�Y ¹¼¿(Ã�j�¿�M�NcN�O^N)Y�¿�¿¨¹â¹)O	¹dÂ dN)Y�¿
Â  �Â[N¼Â �RÄ+M�O/ �¡�Â[N¼ÂPO	 3� 43¿�N

δ0 Z�¿mN)Y�¿ ¿;¹¼¹)O	¹pO*R
Y 0 Â �ÃI»�Ã�N¼¿;Æ w®Á�� z
�=À�N�Y�¿¨  N)Y�¿�¿¨¹â¹)O	¹ O*R

Y n ÂÃ9¡�¿�v� �¿(¡fZ�»
δn =

(

A1A2

)−n
δ0.

�"Ã¼Â  �S'N)Y�¿mM�O/Æ Æ ÅlNâ�"N¼Â¾�Â$N�»_j�¹�O
j#¿;¹�N�» e ¿xS	¿�NaN)Y��XN

δn = (A−1
1 )n (A−1

2 )n δ0.

� N ÂÃ e ¿;Ä Ä �·º� �O e   w®Ã¼¿¨¿ yP{�~V�UN)Y��XN�Â ^O	¹7¡�¿¨¹xN)O Y���¾	¿
(A−1)n → 0

À�Â$N Â Ã� �¿�M=¿(Ã¼Ãâ�R¹â»
�R �¡hÃIÅ��cM¨Â ¿; �N�N�Y��"N

ρ(A−1) < 1
�3��»�Å�Ã¼Â  GSfN)Y�¿d¹â¿;Ã¼Å�Ä$N�O*R 4�¿¨Æ�Æd� { e ¿bS	¿�NxN)Y�¿

¿;Ã�N¼ÂÆ��"N¼¿
(A−1

1 )n(A−1
2 )n → 0, n → ∞.

k�Y�¿xN�Y�¿�O	¹â¿¨ÆwÂ Ã�j�¹)O?¾	¿(¡y�
�

�"¦���©Rª������¸�¹)O	Æ N)Y�¿cM�O	Æ�Æ ÅlNâ�"N¼Â¾-Â[N�» O"R
A1

�R #¡
A2

e ¿'S	¿�NxN)Y��XNxN�Y�ÂÃxj�¹)O*j�¿¨¹�N�»
ÂÃ��	ÄÃ�O�Ãâ�XN¼Â Ã�v�¿;¡ RVO	¹

(E − τÂ1)
�	 �¡

(E − τÂ2)
��� N Â Ã e ¿¨ÄÄ �²º� �O e  `N)Y��XN ÃIÅGM�Y �

M�O	 #¡�Â$NâÂ[O/  Â Ã�N�»Ej�ÂgM¨�	ÄWRVO	¹��"��Ã�M�Y�¿;Æ�¿;Ã e Â[N�Y
α = β = 2

�
��� ��� ü � 
�� ÿ�� 
�¦"¬��R§M«�±·&�?¯ � �9¬ �j§Mµ±W±·µ¯�� ¬ � 
�¦���¦

(3.3)
«�¯ ���?¯ �Rµ±W&�R¯�©R§µ§M¶ ���?¯#´�¦¨ª �-¦�¬

± �½± 
�¦F¬��?§ «�±W&�R¯�� � �jª����¨§ ¦��
(2.1)

©R¯ �½± 
�¦ ���?¯#´�¦¨ª �-¦=¯ �7¦�ª¼©R±²¦  ¬
O(τ + h1 + h2)

�

��ª��:� ��� k�Y�¿'j�¹)O�O*RrRVO	ÄÄPO e Ã;Rì¹)O	Æ N)Y�¿ 4�� � N�Y�¿�O	¹â¿¨Æ �	 �¡ N)Y�¿�Å� GM�O/ �¡�Â[N¼ÂPO	 ��	Ä
ÃLN7�?�
Z�Â ÄÂ[N�» �R #¡_N)Y�¿mM�O/ �ÃIÂ Ã�N¼¿¨  M=»_O*R�Ã�j�Ä Â[N�NâÂ  GS½Ã�M�Y�¿;Æ�¿bw!z�� z
�=�

�

�"¦���©Rª��� �-� N�ÂÃ�j8O/ÃâÃIÂPZ�Ä¿;N)O�Å�ÃI¿F� ÃLN7�"S
S	¿¨¹â¿;¡_S	¹âÂ¡ e Y�¿¨ fN�Y�¿FÃ�O	ÄÅlN¼ÂPO	 �Â Ã9�"j�j�¹)O ��Â �
Æ��"N¼¿(¡ �"NaS/¹¼Â ¡½ �O�¡�¿(Ã9�R �¡qN�Y�¿  #Å ��¿;Ã �R¹â¿��*j�j�¹)O ��Â Æd�XNâ¿;¡½�"N9Ä[OlM¨�"N¼ÂPO	 �ÃCO"hyÃ¼¿�N�Rì¹�O/Æ
S	¹âÂ¡fj O/Â  �N7Ã Â  uN�Y�¿¨Â¹�¹¼¿(Ã�j�¿�M�N¼Â¾	¿Y¡�Â¹¼¿:M(N¼ÂPO	 #Ã¨�

��>�� � )�K�BEB�K�A�� �pJ��1+.- + F��cB � + � +QJWF�A4H��#FrDGH +QD �\JTJTI D$2+J �
��Â Æ�ÂÄ�	¹¼Ä»mN)O�N�Y�¿+�R #�RÄ»�Ã¼Â Ã+S	Â¾	¿¨ d�*Z O?¾/¿	ÀRÂ[N Â Ã?j8O/ÃâÃIÂPZ�Ä¿pN�O�Â �¾	¿(ÃLNâÂ[S-�XN¼¿aN)Y�¿+Ã¼»�Æ Æ�¿�NI�
¹¼ÂgM Ã�j�ÄÂ$N�N¼Â �S�Ã)M�Y�¿;Æ ¿ w&z�� ÁE����� NY�*j�j�¹)O ��Â Æd�XNâ¿;Ã N�Y�¿�¡�Â[h�¿;¹¼¿; 
NâÂ�	Ä¤¿�i-Å��XNâÂ[O/  e Â[N�Y N)Y�¿
ÃI¿:M�O	 #¡���O/¹â¡�¿¨¹��*M�M=Å�¹7�*M¨»�Â ^N¼ÂÆ�¿	�¤¸�O/¹ Ã¼Â Æbj�ÄÂPM¨Â$N�»sO*R�j�¹¼¿(ÃI¿; 
N7�XNâÂ[O/  Ä ¿�N Å�Ã �	ÃâÃIÅ�Æ�¿
N�Y��"N

p1 = p2 = 1/2
Àj�	 �¡h¡�¿¨ �O*N¼¿

c1
ij =

C1

ijτ

2hα
1

À
c2
ij =

C2

ijτ

2hβ
2

��"h¿d¹¼¿ e ¹¼Â[N¼¿ w&z�� }
�+Â  
N�Y�¿xRVO/Ä ÄPO e Â  GS,RVO/¹¼Æ~Ç

−c1
ij(gα0 + gα2)y

n+1/2
i−1 + (1 − 2c1

ijgα1)y
n+1/2
ij − c1

ij(gα2 + gα0)y
n+1/2
i+1j

− c1
ij

i+1
∑

k=3

gαky
n+1/2
i−k+1j − c1

ij

N1−i+1
∑

k=3

gαky
n+1/2
i+k−1j

= yn
ij + c2

ij

j+1
∑

l=0

gβly
n
ij−l+1 + c2

ij

N2−j+1
∑

l=3

gβly
n
ij+l−1 +

τ

2
fn

ij ,
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À
j = 1, N2 − 1

�
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Aj0
1 = (a1

im)
�FÆd�"N¼¹âÂ �bO"R3¡�ÂÆ�¿¨ �Ã¼Â[O/ 

(N1 −1)× (N1−1)
À"Y�¿¨¹â¿

j0
Â Ã�v ��¿(¡yÀ

j0 = 1, N2
��k�Y�¿mM�O�¿��cM¨Â ¿; �NâÃ�O"R

Aj0
1

�R¹â¿�¡�¿�v� �¿(¡uZ-»
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2c1
ij0

gα1, m = i,

−c1
ij0(gα2 + gα0), m = i − 1,

−c1
ij0

(gα0 + gα2), m = i + 1,

−c1
ij0

gα,i−m+1, m < i − 1,

−c1
ij0

gα,m−i+1, m > i + 1,

a1
00 = 1

À
a1
0m = 0

À
m = 1, . . . , N1

À
a1

N1N1
= 1

À
a1

N1m = 0
À
m = 0, . . . , N1 − 1

�
kQO�ÂÄ ÄÅ�Ã�N¼¹7�XN¼¿UN)Y�¿FÆd�XN¼¹âÂ �qj��XN�N¼¿;¹¼  O"R

A1
e ¿F �O"Nâ¿UN�Y��"N

A1 = diag
(

A1
1, A2

1, . . . , AN2−1
1

)

,

e Â$N)Y
(N1 − 1)× (N1 − 1)

Z�ÄPOlM7º�Ã
Aj0

1

À
j0 = 1, . . . , N2 − 1
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A1
©?¯ �

A2
���"�0� «�±²¦��
 �µ¦ �
± 
�¦ ¦��=«�©R§Mµ±·¶

A1A2 = A2A1
 ¬Y¬¨©?±· ¬ �

	 ¦ � ��± 
�¦¨¯�¬ � 
�¦���¦
(3.4) 
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1 < α, β < 2

 ¬Y«�¯ ���?¯ �Rµ±W&�R¯�©R§µ§M¶d¬�±²©��=§¦ �
k�Y�¿�j�¹)O�O*R�Â Ã9ÃIÂÆ�Â Ä �R¹�N)ObO	 �¿xj�¹â¿;Ã¼¿¨ �N¼¿(¡ Â uN�Y�¿�j�¹¼¿;¾-ÂÅ�O-Ã9ÃI¿:M(N¼ÂPO	 ��
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Æ Å�Ã�N4N7�Rº/¿ Â 
N)O �
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ÃLNâ¿�j�Ã��R �¡cN�Y�¿�Â    �Å�¿¨  M=¿UO"R�Ã�O	Å�¹�M=¿pNâ¿¨¹âÆ_� e ¿;S/¿�N�Rì¹)O	Æ N)Y�¿ 4���bN�Y�¿�O	¹â¿¨Æ N�Y#�XN�N)Y�¿
Ã�O/Ä ÅlNâÂ[O/ ,O*R

(3.4)
M�O	 �¾	¿;¹�S/¿;ÃWN)O4N)Y�¿9Ã�O/Ä Å�N¼ÂPO	 mO*RGN�Y�¿CRì¹7�*M�N¼ÂPO	 ��	Ä-¡�Â$hj¿¨¹â¿¨ �N¼Â �RÄEj�¹)O*Z�Ä ¿;Æ

w!|��P{:���	 �¡fN�Y�¿F¿;¹¼¹)O	¹�ÂÃ�¿;Ã�N¼ÂÆ��"N¼¿(¡qZ�»
O(τ2 + h1 + h2)
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