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À�Ã ù ¼ õ�õ¬¿ Ì À�À�õ »QÌ�Í Â À�ÂÃ Ì�Í � ¿UÀ7ù � � ÀîÀ�Î�¿ Ì ¿���À Í À » ÷/¿ À¬Î�¿ Ï Ãm|�¿ ½ Â Í |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬Â��=¿&| »QÌ |
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Í À¬¿ Ì ùXÂ ½�»	Ì | ~�õ�¿ Í ¿=õ��/¿ »ä½ Ã�ù »Q½ |�Â Í ùUõ¬¿UÀ�¿EùXÃ Ì�Í ¿XõF� » À�ÂÃ Ì�� � ~{~ ½ Âù » À¬Â Ã Ì�Í Ã7� ÍH¼ ù7Î$� Ì Â À�¿ Ç
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�	Ã ½¼�Ï ¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿ Í �ðÃ	õ Í Ã ½¼ À�ÂÃ Ì Ã7��ùUÃ Ï ~ ¼ À » À¬Â Ã Ì�»Q½&<�¼ Â�| | ú�Ì�»QÏ Â ù Í 3 8  �� 5 ~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï¨Í
»QÌ | Í Â Ï ¼�½» À�ÂÃ Ì Ã7� Ï®¼�½ À�Â�~�Î »	Í ¿ < Ã�� Í Â Ì ~�Ã	õ¬Ã ¼�Í�Ï ¿&|�Â »1» õ¬¿�÷	Â��	¿ Ì Â Ì + � � Ä(Ê � ÊQÉ-,ý�
� ¿	� � Ì Â¤À¬¿��/Ã ½¼�Ï ¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿ Í � �ÖÎ�Âù7Î Î »	Í

O(h2)
½ Ã�ù »	½ À�õ ¼�Ì ù » À¬Â Ã Ì ¿Xõ¬õ�Ã/õ"�ðÃ	õ�À�Î�¿ Ì Ã/õ Ç

Ï�»	½ ùUÃ Ï ~#Ã Ì ¿ Ì ÀÖÃ7� À�Î�¿ <#¼ � Â Ì�»Q½½ ÷	õ¬Â�| ~�Ã	Â Ì À Í 3ðÂ Ì ù ½ ¼ |�Â Ì ÷ Ì ¿ » õ Ç Â Ì À�¿=õ�� » ùU¿X~#Ã/Â Ì À Í 5
» õ¬¿M|�¿=õ�Â��	¿D| ö�ú���½ Â¿	��Â Ì + Ä � � Ä09 ,ý��Æ Î�¿ ú ù »	Ì�ö ¿ » ~{~ ½ Â ¿D|�Â Ì Í Â¤À ¼�» À¬Â Ã Ì�Í � �ÖÎ�¿ Ì À¬Î�¿
Â Ì À�¿=õ�� » ùU¿ Í®» õ�¿ »	½ Â÷ Ì ¿&| �ÖÂ À�Î À�Î�¿$� Ì Â À�¿ �	Ã ½ ¼�Ï ¿ ÍH¼ õ�� » ùU¿ Í Ã	õ �ÖÎ�¿ Ì » õ ö Â À�õ » õ ú�½ Ã Ç
ù » À¬¿&| Â Ì À¬¿Xõ�� » ùU¿ Í+» õ�¿äÃ	õ�À�Î�Ã	÷	Ã Ì�»Q½ À�Ã » ùUÃ�Ã	õ�|�Â Ì�» À¬¿ » ��Â Í=��� ÀEÂ Í Â Ï ~�Ã	õ�À »	Ì À�À�Ã Ì Ã	À�¿
À�Î » Àª÷	õ¬Â�| Í À¬¿ Ì ùXÂ ½ Í �ðÃ	õ9À¬Î�¿ Í ¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿ ÍÖ» õ�¿ Ï Â Ì Â Ï¨»Q½º�

Æ Î�¿Xõ¬¿ » õ�¿ Í ~#¿(ùUÂ »Q½ Â��=¿&|�ùXÃ Ï�Ï ¿Xõ7ùUÂ »Q½
Í Ã7�¢À$� » õ¬¿�À�Ã�Ã ½Í � ÍH¼ ù7Î »	Í 8 »Qö�½ ¿ 8 » | �Å� �ªÇ
�	�Z� � �ÖÎ�Âù7Î�ù »QÌ±ö ¿ ¼�Í ¿&| �ðÃ/õ Í Ã ½ ¼ À¬Â Ã Ì Ã9� Î�¿ » ÀªùXÃ Ì | ¼ ù�À�ÂÃ Ì ~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï�Í=�  Ã/õÖ¿'� »QÏäÇ
~ ½ ¿ ��� �+�
�Z� Í Ã7�¢À$� » õ¬¿ªÂ Í�» ùUÃ ¼ ~ ½ ¿&| ~�Î ú�Í Âù Í À¬Ã-Ã ½ ùXÃ Ï®ö Â Ì Â Ì ÷ Í À¬õ ¼ ùUÀ ¼ õ »Q½ � À�Î�¿=õ Ï¨»Q½ �8  �� � » ùXÃ ¼�Í À�Â ù »	Ì | ¿ ½ ¿(ù�À¬õ�Ã Ï�» ÷ Ì ¿XÀ�Â ù Í Â Ï®¼�½» À�ÂÃ Ì ù » ~ »Qö Â ½ Â À�Â¿ Í Â Ì »sÍ Â Ì ÷ ½ ¿î¿ Ì ÷	Â Ç
Ì ¿X¿=õ�Â Ì ÷ Í Ã9�¢À$� » õ�¿ Í Ã ½¼ À�ÂÃ Ì + Ê�/:,ý�

� ¼ õî÷/Ã »Q½ Â Í À�Ã Ã9~�À¬Â Ï Â��X¿�À¬Î�¿ � Ì�»Q½ ~�õ¬Ãh| ¼ ù�À � À¬Î ¼#Í �È¿ Ì ¿=¿&| À¬Ã Î » �/¿ » Í ¿UÀ
Ã7� |�Â("�¿=õ�¿ Ì À�Â »Q½ç»QÌ | |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬¿ Ï Ãm|�¿ ½ Í � Í Â Ï®¼�½» À�Â Ì ÷ À¬Î�¿ Î�¿ » ÀZùUÃ Ì | ¼ ùUÀ�ÂÃ Ì ~�õ¬Ã�ùU¿ Í�Í ¿ Í
�ÖÂ¤À¬Î�À¬Î�¿ |�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì À ½ ¿	�	¿ ½ Ã7� » ùXù ¼ õ » ù ú/��Æ Î�¿�¿ Í�Í ¿ Ì À�Â »Q½
Í À�¿&~ Ã9�%À�Î�¿ �ÖÎ�Ã ½ ¿ Í Ã ½¼ À�ÂÃ Ì
~�õ�Ã�ùX¿&| ¼ õ¬¿äÂ ÍZ»1ÍHú�Í À�¿ Ï�» À�Â ù õ¬¿&| ¼ ù�À¬Â Ã Ì Ã7��À�Î�¿ � ¼�½½ 3 »	Ì |�À�Î�¿=õ�¿	�ðÃ	õ¬¿ � �	¿=õ ú ùUÃ Ï ~ ½ ¿��
»QÌ | ùUÃ Ï ~ ¼ À » À¬Â Ã Ì�»Q½½ú ¿��h~�¿ Ì#Í Â��	¿ Ï Ãh|�¿ ½ Í 5 À�Ã Í Â Ï ~ ½ Â(��¿D| Ï Ãm|�¿ ½ Í � �ÖÎ�Â ù7Î ù »QÌ ö ¿
¼�Í ¿D|�¿'1 ùUÂ¿ Ì À ½ ú Â Ì Í Ã ½¼ À¬Â Ã Ì Ã9�ÖÃ9~�À¬Â Ï Â�� » À¬Â Ã Ì Í À¬¿	~ ���"¼ õ�Â Ì ÷1À�Î�Â ÍäÍ À¬¿	~�À¬Î�¿J|�Âõ�¿(ù�À
~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï Â ÍªÍ Ã ½ �	¿&|/�ðÃ	õ �/¿Xõ ú¨½» õ�÷/¿ Ì�¼�Ï®ö ¿=õÖÃ7�1|�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì À Í ¿UÀ Í Ã7�1~ » õ »QÏ ¿UÀ¬¿Xõ ÍX�

Æ Î�¿ ~ » ~�¿Xõ%Â Í Ã	õ¬÷ »QÌ Â��=¿&| »	Í �ðÃ ½½ Ã�� ÍX�/� ¿=ù�À¬Â Ã ÌîÊ ÷	Â��	¿ Í
»Zö õ�Â¿��,|�¿ Í ùXõ�Â�~�À¬Â Ã Ì Ã9�#À¬Î�¿
Ï Ãm|�¿ ½ � |�¿ Í ùXõ�Â ö Â Ì ÷ À¬Î�¿ Ï¨» Â Ì ~�õ�Ã�ùU¿ Í�Í ¿ Í Ã7��Î�¿ » ÀEùUÃ Ì | ¼ ù�À¬Â Ã Ì Â Ì ¿ ½ ¿=ùUÀ�õ¬Âù »Q½ ù »Qö�½ ¿ Í=�
� |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿äÂ Í ~�õ�ÃA~#Ã Í ¿D|�Â Ì�� ¿=ù�À¬Â Ã ÌsË���� À�Â ÍZö�»/Í ¿D|�Ã Ì À¬Î�¿ � Ì Â À�¿H�	Ã ½ ¼�Ï ¿
Ï ¿XÀ�Î�Ãm| »QÌ | » ~{~�õ¬Ã-��Â Ï¨» À¬¿ Í À¬Î�¿ |�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì À¬Â »	½ ~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï Ã Ì À�Î�¿ Ì Ã Ì�Ç õ¬¿=ùUÀ »	Ì ÷ ¼�½ » õ
õ�¿=÷	ÂÃ Ì �ÖÂ À�Î »±Í�Ï Ã�Ã	À�Î ö Ã ¼�Ì | » õ ú	� � Í ~�¿=ùUÂ »Q½ç» À�À�¿ Ì À¬Â Ã Ì Â Í ÷/Â��/¿ Ì À¬ÃîÀ¬Î�¿ » ~{~�õ¬Ã-��Â Ç
Ï�» À�ÂÃ Ì Ã7�lÀ�Î�¿�À�Î�Â õ�| Ç À ú ~�¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú ùUÃ Ì |�Â¤À¬Â Ã Ì�Í=��Æ Î�¿ Í À »	ö Â ½ Â À úî»QÌ | ùXÃ Ì �	¿=õ�÷/¿ Ì ùX¿
Ã7�3À¬Î�¿X|�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì ùX¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿+Â Í ~�õ¬¿ Í ¿ Ì À¬¿&| Â Ì±� ¿=ù�À¬Â Ã Ì � �-Æ Î�¿ ��À�À�Â Ì ÷�Ã7�ÅÀ�Î�¿X~�õ�ÃA~#Ã Í ¿D|
Ï�» À�Î�¿ Ï¨» À�Â ù »	½ÅÏ Ãh|�¿ ½ À¬Ã�À�Î�¿E¿��h~�¿Xõ¬Â Ï ¿ Ì À »Q½ | » À » Â Í |�Ã Ì ¿ZÂ Ì�� ¿=ù�À¬Â Ã Ì /���Æ Î�¿EÎ�¿ » À
ùUÃ Ì | ¼ ù�À¬Â Ã Ì ùUÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì ÀÖÂ Ì À¬Î�¿ %�� 8 Â Í9¼�Í ¿D| »	ÍÖ» �ðõ¬¿X¿ ~ » õ »QÏ ¿XÀ�¿Xõ »	Ì | » �ðÃ	õ Ï ¼�½ » �ö�»	Í ¿&| Ã Ì À�Î�¿E÷/¿XÃ Ï ¿XÀ�õ¬Âù »Q½Å» �	¿=õ » ÷	Â Ì ÷�Â Í ~�õ¬Ã9~�Ã Í ¿&|J�ðÃ	õÖÂ À Í ¿ Í À�Â Ï¨» À¬Â Ã Ì3�#� Ã Ï ¿>� Ì#»Q½
ùUÃ Ì ù ½¼�Í ÂÃ Ì#ÍÈ» õ�¿Z÷/Â��/¿ Ì Â Ì�� ¿(ù�À�ÂÃ Ì ���

�vo� s{t�������� � tZs�� w����Vr{z�t q

Æ Î�¿ Ï¨» Â Ì�» Â Ï Ã9�çÀ�Î�¿®õ�¿ Í ¿ » õ7ù7ÎîÂ Í À�Ã |�¿	�/¿ ½ Ã9~ »QÌ | � »	½ Â | » À¬¿ » Í ¿UÀ"Ã9� Ï�» À�Î�¿ Ï¨» À�Â Ç
ù »Q½�Ï Ãm|�¿ ½ Í9»QÌ | Ì-¼�Ï ¿=õ�Â ù »	½�»	½ ÷/Ã	õ¬Â¤À¬Î Ï¨Í �ðÃ/õ%À¬Î�¿+Î�¿ » ÀÈÀ�õ »QÌ#Í �ð¿=õ Í Â Ï®¼�½ » À�ÂÃ Ì Â Ì ù »Qö�½ ¿
ö�¼�Ì | ½ ¿ Í=�/Æ Î�¿ Ì�¼�Ï ¿Xõ¬Âù »Q½�»Q½ ÷	Ã/õ�Â À�Î Ï�Í%Í Î�Ã ¼�½ | ö ¿ÖÀ » õ¬÷	¿UÀ¬¿&|®À�ÃZÀ¬Î�¿ÖÀ$�ÈÃ Ç |�Â Ï ¿ Ì�Í Â Ã Ì�»Q½
À�õ »QÌ�Í Â ¿ Ì ÀÈÎ�¿ » À9À�õ »QÌ#Í �ð¿=õ Ï¨» À�Î�¿ Ï�» À�Â ù »	½ÅÏ Ãm|�¿ ½Í=��� ¿=ù »Q¼�Í ¿+Ã9� Ì Ã Ì�Çý½ Â Ì ¿ » õ%À¬¿ Ï ~�¿Xõ »;Ç
À ¼ õ¬¿_|�¿&~#¿ Ì |�¿ Ì ùU¿ÖÃ7��À¬Î�¿ Ï¨» À¬¿Xõ¬Â »	½ ùUÃ�¿'1 ùXÂ ¿ Ì À Í � � »	Í À�Â¤À¬¿Xõ » À�Â��	¿ Ï ¿XÀ�Î�Ãm| Í �ðÃ	õ Í Ã ½ ��Â Ì ÷
Ì Ã Ì�Çý½ Â Ì ¿ » õ Í�ú�Í À¬¿ Ï Ã7�
¿&} ¼�» À�ÂÃ Ì�ÍÖÏ®¼�Í À ö ¿ ¼�Í ¿&| �  Â Ì�»	½ ½ú � » � »	½ Â | » À�ÂÃ Ì ~�õ¬Ã�ùU¿&| ¼ õ�¿
�ðÃ	õÈÀ�Î�¿ZùUÃ�¿�1¨ùXÂ ¿ Ì ÀW� »Q½ Â | » À¬Â Ã Ì Ã7��À�Î�¿ |�Â("�¿=õ�¿ Ì À¬Â »	½ ¿&} ¼�» À¬Â Ã Ì�Í�Ï ¼�Í À ö ¿Eù » õ�õ¬Â ¿D|¨Ã ¼ À �
À�Î�Â Í ��À�À�Â Ì ÷ ~�õ¬Ã�ùX¿&| ¼ õ�¿�Â Íªö�»	Í ¿&| Ã Ì ¿'�m~�¿Xõ¬Â Ï ¿ Ì À »Q½ | » À »��

 Â÷ ¼ õ�¿ Ä�Í Î�Ã�� Í À¬Î�¿+ùXõ�Ã Í�Í�Í ¿(ù�À�ÂÃ Ì#»Q½ �-Â¿	� Ã9� » ù »Qö�½ ¿ ö�¼�Ì | ½ ¿ »	Ì | Ï ¿=ù7Î »QÌ Â ÍHÏ¨Í
Ã7�çÎ�¿ » ÀÈÀ¬õ »	Ì�Í ~#Ã/õHÀ ����Ì |�Ã Ï¨» Â Ì D × (0, tF ] � �ÖÎ�¿Xõ¬¿

D = {X = (x1, x2) : x2
1 + x2

2 ≤ R2 },



� Ê # �����  ´©	�Q  ¦�

ò �� ¡ �-©X¶= ��X ¢¥�¦�
�� ���  ´©�¦7¦�
�ó � ó�©U ¢¡��¥�£�¯�¦�
�� ��� ¥��7í��

k1 k2 k3 k4

alpha R

��������g�b��
	��l[�`DC�C C�F A¬\�J ` I-M=ayKQJ FFS `&? M+A�M&B/a F�

��¿ Í Ã ½ �	¿9À¬Î�¿ Ì Ã Ì�½ Â Ì ¿ » õ Ì Ã Ì�Ç�Í À » À¬Â Ã Ì�» õ ú ~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï � �ÖÎ�Âù7Î/|�¿ Í ùUõ¬Â ö ¿ Í�» |�Â Í À�õ¬Â ö�¼ À�ÂÃ Ì
Ã7��À¬Î�¿�À¬¿ Ï ~#¿=õ » À ¼ õ¬¿ T (X, t) Â Ì ¿ ½ ¿=ùUÀ�õ¬Âù »Q½ ù »Qö�½ ¿ � � ½ ½ �ÖÂõ�¿ Í �ÖÎ�Â ù7Î Ï¨» Á/¿ Í"¼ ~�À¬Î�¿
ù »Qö�½ ¿ ö�¼�Ì | ½ ¿ Ì ¿=¿&| À�ÃN� ¼�½ � ½ ½ ¿ ½ ¿(ù�À¬õ�Â ù »	½-»	Ì |�À¬Î�¿Xõ Ï¨»Q½ õ¬¿&} ¼ Âõ�¿ Ï ¿ Ì À Í=�(Æ Î ¼�Í � À�¿ Ï ~�¿Xõ Ç
» À ¼ õ�¿®Ã7� » �ÖÂ õ¬¿®Â Í Ã ½ » À�ÂÃ Ì � �ÖÎ�Â ù7Î�Â Í�¼�ÍH¼#»Q½½ ú %�� 8 � Ï®¼�Í À Ì Ã	À+¿'��ùX¿X¿&| » Ï¨» ��Â Ï¨»Q½
~#¿=õ Ï Â Í�Í Â ö�½ ¿v� »Q½¼ ¿ �QÆ Î�¿9À�¿ Ï ~�¿Xõ » À ¼ õ�¿Èõ¬Â Í ¿9Â Í ¿ Í�Í ¿ Ì À�Â »Q½½ú ù »Q¼#Í ¿D| ö�ú Ã/Î Ï ÂùÈÎ�¿ » À�Â Ì ÷
Ã7�
ù ¼ õ¬õ�¿ Ì À Ç ù » õ¬õ ú Â Ì ÷ ~ » õ�À Í=��Æ Î�¿ Ï�» Â Ì1Ï ¿=ù7Î »QÌ Â ÍHÏ¨Í Ã9�lÎ�¿ » À9À�õ »QÌ�Í �ð¿Xõ » õ�¿ Ð
Ä	� 8 Ã Ì | ¼ ù�À¬Â Ã Ì Â Ì�Í Ã ½ Â | ö Ãm|�Â¿ Í 3WùUÃ Ì | ¼ ù�À¬Ã	õ Í � %%� 8 Â Í Ã ½» À�ÂÃ Ì.5��
Ê�� 8 Ã Ì | ¼ ù�À¬Â Ã Ì Â Ì À�Î�¿ » Â õ »	Ì | %%� 8 Ï Â(�-À ¼ õ¬¿ �
Ë�� 8 Ã Ì �	¿(ù�À¬Â Ã Ìs»	Ì |sõ » |�Â » À�ÂÃ Ì �ðõ�Ã Ï À¬Î�¿¨Ã ¼ À¬¿Xõ Í Â |�¿¨Ã7�ÈÀ�Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿ Â Í Ã ½» À�ÂÃ Ì À�Ã

À�Î�¿E¿ Ì �-Âõ¬Ã Ì�Ï ¿ Ì À �
� ¿(ù »	¼�Í ¿çÀ¬Î�¿�Î�¿ » À3À¬õ »	Ì�Í �ð¿Xõ Ï ¿=ù7Î »QÌ Â ÍHÏ Â Ì À¬Î�¿ » Â õ ö ¿UÀ$�È¿X¿ Ì À�Î�¿ �ÖÂ õ¬¿ Í Ã9� »9ö�¼�Ì | ½ ¿%Â Í
ùUÃ Ï ~ ½ Â ù » À¬¿&| »	Ì | Ì Ã Ì�Ç õ�¿ ½ ¿&� »	Ì À � À�Î�¿ Ï Ãm|�¿ ½ ù »QÌ ö ¿ Í Â Ï ~ ½ Â���¿D| �;Æ Î�Â Í�Ì Ã Ì�Ç õ�¿ ½ ¿&� »	Ì ùU¿
ù »QÌ1ö ¿E¿'�m~ ½ » Â Ì ¿&| ö�ú À¬Î�¿ � » ùUÀÖÀ�Î » À"Â Ì1» ù ½ Ã Í ¿ ��Â ùUÂ Ì Â¤À ú À�Ã » �ÖÂõ�¿ � À�Î�¿ Ï�» Â Ì Î�¿ » À
À�õ »QÌ�Í �ð¿Xõ Ï ¿=ù7Î »QÌ Â ÍHÏ Â Í Î�¿ » À ùUÃ Ì | ¼ ù�À¬Â Ã Ì � �ÖÎ�Â ½ ¿¨Â Ì » |�Â Í À »QÌ ùU¿ � À�Î�¿J|�Ã Ï Â Ì#» À�Â Ì ÷
Ï ¿(ù7Î »QÌ Â Í�Ï Â Í À�Î�¿ Ï ÃQÀ¬Â Ã Ì Ã9� Ï Ã ½ ¿=ù ¼�½ ¿ Í=�%� Â Ì ùU¿ »Q½½ À�Î�¿��ÖÂõ¬¿ Í Â Ì »sö�¼�Ì | ½ ¿ » õ�¿
À�Â÷	Î-À ½ú ~�õ¬¿ Í¬Í ¿D|¨À¬Ã	÷	¿XÀ�Î�¿=õ � Ã Ì�½ ú Î�¿ » À9ùXÃ Ì | ¼ ù�À�ÂÃ Ì Â Í õ�¿ ½ ¿&� »	Ì À ��Æ Î�Â ÍÖÍ Â Ï ~ ½ Â(�#ù » À�ÂÃ Ì
Î�¿ ½ ~ Í À¬ÃäÂ Ì ùXõ�¿ »	Í ¿"À¬Î�¿E¿'1 ùUÂ¿ Ì ù ú Ã9��À¬Î�¿ Ì�¼�Ï ¿Xõ¬Âù »Q½3»Q½ ÷	Ã/õ�Â À�Î Ï±�

Æ Î�¿ Ï¨» À¬Î�¿ Ï¨» À¬Âù »Q½+Ï Ãm|�¿ ½ ùXÃ Ì�Í Â Í À Í Ã7�ZÀ�Î�¿ ~ » õ »	ö Ã ½ Â ù�|�Â("�¿=õ�¿ Ì À¬Â »	½ ¿D} ¼#» À�ÂÃ Ì
+ Ä(ø-,ºÐ

ρ(X)c(X,T )
∂T

∂t
=

2∑

i=1

∂

∂xi

(
k(X)

∂T

∂xi

)
+f(X,T ), (X, t) ∈ D×(0, tF ], 3 Ê��Ä:5

ÍH¼�ö�� ¿=ù�ÀÖÀ¬ÃäÀ�Î�¿EÂ Ì Â À�Â »Q½ ùXÃ Ì |�Â À�ÂÃ Ì

T (X, 0) = Ta, X ∈ D̄ = D ∪ ∂D, 3 Ê�� Ê 5
»QÌ |îÀ�Î�¿ Ì Ã Ì�½ Â Ì ¿ » õ ö Ã ¼�Ì | » õ ú ùXÃ Ì |�Â À�ÂÃ Ì#Í Ã7��À¬Î�¿ZÀ�Î�Â õ�|±Á-Â Ì |

k(X,T )
∂T

∂η
+ αk(T )

(
T (X, t) − Ta

)
+ εσ

(
T 4 − T 4

a

)
= 0, X ∈ ∂D. 3 Ê�� Ë&5
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Æ Î�¿v�ðÃ ½½ Ã��ÖÂ Ì ÷ZùUÃ Ì À¬Â Ì�¼ Â À ú ùXÃ Ì |�Â¤À¬Â Ã Ì�Í
» õ¬¿ Í ~�¿=ùUÂ(��¿D| » À
À�Î�¿ ~�Ã	Â Ì À Í Ã9�y|�Â Í ùUÃ Ì À¬Â Ì�¼ Â À ú
Ã7�
ùUÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À Í

[T (x, t)] = 0,
[
k
∂T

∂xi

]
= 0.

� ¿Xõ¬¿ c(X,T ) Â Í À�Î�¿ Í ~#¿(ùUÂ(�#ùZÎ�¿ » À"ù » ~ » ùXÂ¤À ú�Ð

c =

{
381 + 0.17T, 0 ≤ T ≤ 2000C, for copper,

920− 1.3T + 0.074T 2, 0 ≤ T ≤ 1000C, for PVC,

ρ(X) Â Í À¬Î�¿ |�¿ Ì#Í Â À ú � k(X) Â Í À¬Î�¿EÎ�¿ » À"ùUÃ Ì | ¼ ùUÀ�Â���Â¤À ú ùXÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À Ð

ρ =

{
8960, for copper,

1350, for PVC,
k =

{
401, for copper,

0.17, for PVC.

Æ Î�¿ |�¿ Ì#Í Â À ú Ã7� À�Î�¿�¿ Ì ¿Xõ¬÷ ú Í Ã ¼ õ¬ùX¿ f(X,T ) Â Í |�¿'� Ì ¿&| »	Í

f =
( I
A

)2

ρ0

(
1 + αρ(T − 20)

)
,

Î�¿Xõ¬¿ I Â Í À¬Î�¿ |�¿ Ì�Í Â¤À ú Ã9�ÖÀ�Î�¿1ù ¼ õ¬õ¬¿ Ì À � A Â Íä» » õ¬¿ » Ã9�ÖÀ�Î�¿1ùUõ¬Ã Í¬ÍHÇýÍ ¿=ùUÀ�ÂÃ Ì Ã7�ÖÀ¬Î�¿
ù »Qö�½ ¿ � ρ0

Â Í À�Î�¿ Í ~�¿=ùXÂ��#ù�õ�¿ Í Â Í À¬Â���Â À ú Ã9� À¬Î�¿®ùXÃ Ì | ¼ ù�À¬Ã	õ � Ta
Â Í À¬Î�¿EÀ¬¿ Ï ~#¿=õ » À ¼ õ¬¿�Ã9�

À�Î�¿E¿ Ì ��Âõ�Ã Ì�Ï ¿ Ì À �
��ú®¼�Í Â Ì ÷ZÀ¬Î�Â Í�Ï¨» À¬Î�¿ Ï¨» À¬Âù »Q½#Ï Ãm|�¿ ½ � ��¿"ù »QÌ Â Ì �/¿ Í À�Â÷ » À�¿ÈÀ�Î�¿N| ú�Ì�»QÏ Â ù Í Ã9�#À¬Î�¿

Ì Ã Ì�Ç�Í À » À¬Â Ã Ì�» õ ú�Í Ã ½ ¼ À¬Â Ã Ì3�-� ÀÖù »QÌ ö ¿ Ì ÃQÀ¬¿&| À�Î » ÀÈÂ ÌîÏ¨»QÌ�ú ù »/Í ¿ Í Ã Ì�½ú » Í À » À¬Â Ã Ì�» õ ú
Í Ã ½ ¼ À¬Â Ã Ì Â Í õ¬¿&} ¼ Âõ�¿D| �

�vo � z�q_z$r
��� t ��w�� ��� ��� tZs6z�r�� �

� Ã ö�¼#Í À Ì ¿ Í¬Í Ã7� Ì�¼�Ï ¿Xõ¬Â ù »Q½�»Q½ ÷	Ã/õ�Â À�Î Ï¨Í �ðÃ/õ » ~6~�õ�Ã-��Â Ï¨» À�ÂÃ Ì Ã7��À¬Î�¿ªÎ�¿ » À�ùXÃ Ì | ¼ ù�À�ÂÃ Ì
¿&} ¼�» À¬Â Ã Ì �ÖÂ À�Î |�Â Í ùXÃ Ì À�Â Ì�¼ Ã ¼�Í |�Â(" ¼�Í ÂÃ Ì ùUÃ�¿�1¨ùXÂ ¿ Ì À Í Â Í �/¿Xõ ú Â Ï ~�Ã	õ�À »QÌ ÀW�ðÃ	õ |�¿&�	¿ ½ Ç
Ã9~ Ï ¿ Ì ÀÈÃ7� Ï ¿UÀ¬Î�Ãm| Í À�Ã ö ¿ ¼#Í ¿D|¨Â Ì±Í Â Ï ¼�½» À�ÂÃ Ì Ã7�,� » õ�ÂÃ ¼�Í ~�õ¬Ã9~�¿Xõ�À�Â¿ Í Ã9��¿ ½ ¿=ùUÀ�õ¬Âù »Q½
ù »Qö�½ ¿ ÍX��Æ Î�¿M|�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì À�Â »Q½ ~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï Â Í�» ~{~�õ¬Ã-��Â Ï¨» À�¿&| ö�ú À�Î�¿ |�Â Í ùUõ¬¿UÀ�¿M~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ïpö�ú
¼�Í Â Ì ÷ À�Î�¿>� Ì Â À�¿X�	Ã ½ ¼�Ï ¿ Ï ¿UÀ�Î�Ãh| �ÖÎ�Â ù7Î Â ÍÈ» ~{~ ½ Â ¿D| Ã Ì À�Î�¿ �/¿Xõ�À�¿'�¨ùU¿ Ì À�¿Xõ¬¿&|î÷	õ¬Â�| ÍX�
��Ì + Ä-9 , À¬Î�¿ |�Â Í ùXõ�¿XÀ�Â�� » À¬Â Ã Ì Â Í |�Ã Ì ¿�Ã Ì ùU¿ ½ ½ ùX¿ Ì À�¿=õ�¿D|�÷	õ¬Â | ÍX��Æ Î�¿H�	¿=õHÀ¬¿'��ùU¿ Ì À�¿Xõ¬¿&|
÷	õ¬Â�| Íl» õ¬¿T�	¿=õ ú ùUÃ Ì �/¿ Ì Â¿ Ì À �ÖÎ�¿ Ì À�Î�¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú ùUÃ Ì |�Â À�ÂÃ Ì�Íl» õ¬¿
Ã7��À¬Î�¿ ��õ Í À�Ã	õ�À�Î�ÂõF|
Á-Â Ì | �  Â Ì Â À�¿M|�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì ùU¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿ Í �ðÃ/õ ½ Â Ì ¿ » õª¿ ½ ½ Â�~�À�Â ù ö Ã ¼�Ì | » õ ú � »Q½¼ ¿R~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï¨Í Ã9�
À�Î�¿+À�Î�Âõ�| Á�Â Ì | » õ¬¿N|�¿Xõ¬Â��/¿&|¨Â Ì + Ä	Ä',º��Æ Î�¿ ú Î » �	¿"Â Ì �	¿ Í À¬Â ÷ » À�¿D| » Í�¼ ~�õ » ùXÃ Ì �	¿=õ�÷/¿ Ì ùX¿
Ã7� ÍH¼ ù7Î Í ù7Î�¿ Ï ¿ Í Â Ì �ðõ » ù�À�ÂÃ Ì#»Q½ Ã	õ�|�¿=õ � Ã ö Ã ½ ¿	� Í ~ » ùX¿ Í=�

Æ Î�¿ Ï¨» Â Ì ù7Î »Q½½ ¿ Ì ÷	¿ Í Ã7�9Ã ¼ õ ~ » ~�¿Xõ » õ�Â Í ¿/| ¼ ¿¨À¬Ã1À�Î�¿ � » ù�À�À¬Î » À À�Î�¿ Í Â Ï ¼�½ »;Ç
À�ÂÃ Ì ÷	õ¬Â�|±Â Í ÷	¿ Ì ¿Xõ »Q½3»	Ì |±Â¤À Ì ÃQÀ »	½ Â÷ Ì ¿D|J�ÖÂ À�Î1À¬Î�¿�Â Ì À�¿Xõ�� » ùX¿ Í �ÖÎ�¿=õ�¿ZÀ¬Î�¿ |�Â(" ¼#Í ÂÃ Ì
ùUÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À"Â Í |�Â Í ùUÃ Ì À�Â Ì-¼ Ã ¼�Í+»QÌ | Ì Ã	À�ùXÃ	Â Ì ùUÂ |�¿ Í �ÖÂ¤À¬Î�À�Î�¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú Ã9� À¬Î�¿®ùXÃ ÏäÇ
~ ¼ À » À�ÂÃ Ì�»	½ |�Ã Ï¨» Â Ì3�

� 8
	�8���\0&593��>2���94{2���������v2���������� 4�
�

��Ì À¬Î�Â ÍîÍ ¿=ù�À¬Â Ã Ì � �È¿�Â Ì À�õ¬Ãm| ¼ ùX¿ » ÷/¿ Ì ¿=õ »	½ ÷	õ¬Â�| D̄h
�� Âõ Í À � ��¿�|�¿�� Ì ¿ »	Ì »	¼ ��Â ½ Ç

Â » õ ú ÷	õ¬Â�| D̃h = Ωh ∩ D̄ � �ÖÎ�Â ù7Î Â Í |�¿�� Ì ¿D| »	Í Â Ì À¬¿Xõ Í ¿(ù�À¬Â Ã Ì Ã7�ÖÀ�Î�¿ ¿D} ¼ Â�|�Â Í À »QÌ À
õ�¿(ù�À »	Ì ÷ ¼�½» õÈ÷/õ�Â | Ωh

�ÖÂ À�Î±À¬Î�¿�ùUÃ Ï ~ ¼ À » À�ÂÃ Ì�»	½ |�Ã Ï¨» Â Ì D̄ Ð
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Ωh = {Xij = (x1i, x2j) : x1i = L1 + ih1, i = 0, . . . , I, x1I = R1,

x2j = L2 + jh2, j = 0, . . . , J, x2J = R2}.

 Ã	õÖ¿ » ù7Î Ì Ãm|�¿ Xij ∈ D̃h Xij
�È¿ |�¿�� Ì ¿ »¨Í ¿XÀÖÃ7� Ì ¿XÂ÷	Î ö Ã ¼ õ Í

N(Xij) = {Xkl : Xi±1,j ∈ D̃h, Xi,j±1 ∈ D̃h}.

� � Í Ã Ï ¿ Ì ¿XÂ÷	Î ö Ã ¼ õN~#Ã/Â Ì ÀR|�Ã Ì ÃQÀ+¿���Â Í À � Â � ¿ �
Xi±1,j 6∈ D̃h

Ã	õ Xi,j±1 6∈ D̃h
� À¬Î�¿ Ì

ÍH¼ ù7Î »äÌ ¿XÂ÷	Î ö Ã ¼ õÖÂ Í |�¿ Ì ÃQÀ¬¿&| ö�úî�"�+�����
Æ Î�¿ÈùXÃ Ï ~ ¼ À » À¬Â Ã Ì�»Q½ ÷	õ¬Â�| D̄h = Dh∪∂Dh

Â Í Ã ö À » Â Ì ¿&| » �¢À¬¿XõT|�¿ ½ ¿UÀ¬Â Ã Ì �ðõ¬Ã Ï
D̃hÀ�Î�Ã Í ¿ Ì Ãm|�¿ Í

Xij
� �ðÃ	õN�ÖÎ�Âù7Î ö Ã	À�Î Ì ¿XÂ÷	Î ö Ã ¼ õ Í Â ÌsÍ Ã Ï ¿ |�Âõ�¿(ù�À�ÂÃ Ì |�Ã Ì Ã	À ö ¿ ½ Ã Ì ÷

À�Ã D̃h
� Â � ¿ �

Xi±1,j 6∈ D̃h
Ã	õ Xi,j±1 6∈ D̃h

3 Í ¿=¿  Â÷ ¼ õ�¿ Ê 5U��Æ Î�¿ Í ¿UÀªÃ7� Ì ¿=Â ÷/Î ö Ã ¼ õ Í
N(Xij)

Â Íª»	½Í Ã Ï Ãm|�Â(��¿D| Â Ì�»�Í Â Ï Â ½ » õ � »�ú	�

S

R

U

P

 M�� B��

��������g�b�� 	�� J C A [�F \�J[U7MX\�J ` I  M�� < J C A [�F \ F = [ J <
Dh

MXI <�FFE M :EY a F�C�`&? A ` I;\ [�` ayK ` a @>:EF�C ]AB��
B-M C JLA = [ J <

Ωh
MXI < \�G F9` B	\HM=JLI F�<H< J C A [�F \�JLU�MU\�J ` I `&? \�G F A `&:EY>@ \HMX\�J ` I-M=a </`D: MXJLI

 Ã	õÖ¿ » ù7Î Xij ∈ D̄h
» ²7í;£#¸W·¬í;¡Å¶;í;¡L¥�¨© Â Í |�¿'� Ì ¿&|

eij =
3∑

k=0

ek(Xij)δijk ,

e0(Xij) = {(x1, x2) : x1,i−1/2 ≤ x1 ≤ x1,i, x2,j ≤ x2 ≤ x2,j+1/2},

e1(Xij) = {(x1, x2) : x1,i ≤ x1 ≤ x1,i+1/2, x2,j ≤ x2 ≤ x2,j+1/2},

e2(Xij) = {(x1, x2) : x1,i ≤ x1 ≤ x1,i+1/2, x2,j−1/2 ≤ x2 ≤ x2,j},

e3(Xij) = {(x1, x2) : x1,i−1/2 ≤ x1 ≤ x1,i, x2,j−1/2 ≤ x2 ≤ x2,j},

δijk =





1, if ek(Xij) ∈ D̄,

0, if ek(Xij) /∈ D̄.

 Ã	õ�¿'� »QÏ ~ ½ ¿ � ùUÃ Ì |�Â À�ÂÃ Ì
e1 ∈ D̄ Â Í�Í�» À�Â Í ��¿D| � Â�� »Q½½ À�Î�õ¬¿X¿;�/¿Xõ�À�¿���¿ Í

Xi+1,j
� Xi,j+1

�
Xi+1,j+1

ö ¿ ½ Ã Ì ÷äÀ¬Ã D̄h
��� ¿XÀ ¼�Í |�¿ Ì ÃQÀ¬¿ZÀ�Î�¿ Ï ¿ »/ÍH¼ õ¬¿ 3ðÃ/õ » õ¬¿ »�5 Ã7� eij

ö�ú
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Sij :=
1

4
h1h2

3∑

k=0

δijk .

� 8��"8�� ���)2��������	��� � 0D5���� � �

��Ì
D̄h

�È¿R|�¿'� Ì ¿ |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬¿X� ¼�Ì ù�À¬Â Ã Ì�Í

Un
ij = U(x1i, x2j , t

n), Xij ∈ D̄h,

Î�¿Xõ¬¿ tn = nτ
»	Ì | τ Â Í À�Î�¿ |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬¿+À¬Â Ï ¿ Í À�¿&~ �

��Ì À¬¿X÷/õ » À�Â Ì ÷îÀ¬Î�¿/|�Â("�¿=õ�¿ Ì À�Â »Q½ ¿&} ¼�» À�ÂÃ Ì Ã��	¿=õ+À¬Î�¿ ùUÃ Ì À�õ¬Ã ½ �	Ã ½ ¼�Ï ¿ eij
»	Ì | » ~ Ç

~�õ�Ã-��Â Ï¨» À�Â Ì ÷sÀ�Î�¿�Ã ö À » Â Ì ¿&| Â Ì À�¿X÷/õ »	½Í �ÖÂ À�Î »	Ì Â Ì |�Â���Â�| ¼�»Q½ } ¼#» |�õ » À ¼ õ�¿ �ðÃ/õ¨¿ » ù7Î
À�¿Xõ Ï � À�Î�¿ |�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì À¬Â »	½ ~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï Â Í |�Â Í ùXõ�¿XÀ�Â��X¿&| ö�ú À¬Î�¿�ùUÃ Ì�Í ¿=õ�� » À�Â��	¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿

Sijρijcij(U
n
ij)
Un

ij − Un−1

ij

τ
=

3∑

k=0

δijkJijk(Un
ij)U

n
ij ‘ + Sijfij(U

n
ij), Xij ∈ D̄h,

3 Ë��Ä:5
�ÖÎ�¿Xõ¬¿ Jn

ijk(Un
ij)U

n
ij

Â Í À�Î�¿îÎ�¿ » À <�¼ �sÀ�Î�õ¬Ã ¼ ÷/Î »�ÍH¼ õ�� » ùX¿¨Ã7�9À�Î�¿îùUÃ Ì À¬õ�Ã ½ �	Ã ½ ¼�Ï ¿
eijk = ek(Xij)

|�¿'� Ì ¿D| »/Í

Jij0(Vij)Uij =
h2

2

(
− ki−1/2,j

Uij − Ui−1,j

h1

+ (1 − δij1)αG(Vij)(Uij − Ta)
)

3 Ë�� Ê 5

+
h1

2

(
ki,j+1/2

Ui,j+1 − Uij

h2

+ (1 − δij3)αG(Vij)(Uij − Ta)
)
,

Jij1(Vij)Uij =
h2

2

(
ki+1/2,j

Ui+1,j − Uij

h1

+ (1 − δij0)αG(Vij)(Uij − Ta)
)

+
h1

2

(
ki,j+1/2

Ui,j+1 − Uij

h2

+ (1 − δij2)αG(Vij)(Uij − Ta)
)
,

Jij2(Vij)Uij =
h2

2

(
ki+1/2,j

Ui+1,j − Uij

h1

+ (1 − δij3)αG(Vij )(Uij − Ta)
)

+
h1

2

(
− ki,j−1/2

Uij − Ui,j−1

h2

+ (1 − δij1)αG(Vij)(Uij − Ta)
)
,

Jij3(Vij)Uij =
h2

2

(
− ki−1/2,j

Uij − Ui−1,j

h1

+ (1 − δij2)αG(Vij)(Uij − Ta)
)

+
h1

2

(
− ki,j−1/2

Uij − Ui,j−1

h2

+ (1 − δij0).αG(Vij)(Uij − Ta)
)
,

Î�¿Xõ¬¿ αG(V ) Â Í À�Î�¿ Ì Ã Ì�½ Â Ì ¿ » õ�÷/¿ Ì ¿=õ »	½ Â��X¿D|�ùXÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À�Ã9��ùUÃ Ì �/¿=ù�À¬Â Ã ÌE»QÌ |Zõ » |�Â » À¬Â Ã Ì3Ð

αG(V ) = αk(V ) + εσ
(
V 3 + V 2Ta + V T 2

a + T 3
a

)
.

Æ Î�¿ |�Â(" ¼#Í ÂÃ Ì ùXÃ-¿�1 ùUÂ¿ Ì ÀîÂ Íî» ~6~�õ�Ã-��Â Ï¨» À�¿D| ö-ú ¼�Í Â Ì ÷�À�Î�¿ Î » õ Ï Ã Ì Â ù » �	¿=õ » ÷	Â Ì ÷
�ðÃ	õ Ï ¼�½ »

ki±1/2,j =
2k(Xi±1,j)k(Xij)

k(Xi±1,j) + k(Xij)
, ki,j±1/2 =

2k(Xi,j±1)k(Xij)

k(Xi,j±1) + k(Xij)
.
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Æ Î�¿R|�¿Xõ¬Â��/¿&| � Ì Â À�¿R|�Â("�¿=õ�¿ Ì ùU¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿ 3 Ë��Ä:5 |�¿�� Ì ¿ ÍÖ»äÍ�ú�Í À�¿ Ï Ã7� Ì Ã Ì�½ Â Ì ¿ » õÈ¿D} ¼�»;Ç
À�ÂÃ Ì�Í=�=�Èú"¼#Í Â Ì ÷ÖÀ¬Î�¿Z~�õ¬¿&|�Â ù�À¬Ã	õ���ùXÃ	õ¬õ�¿(ù�À�Ã/õ Ï ¿XÀ�Î�Ãm| �È¿ » ~{~�õ¬Ã-��Â Ï¨» À�¿çÂ¤À ö�ú À�Î�¿ ½ Â Ì ¿ » õ
� Ì Â À�¿ Ç |�Â("�¿=õ�¿ Ì ùU¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿ZÃ9��À�Î�¿ Í�»	Ï ¿ZÃ/õF|�¿=õ9Ã7� » ùXù ¼ õ » ù ú

•
� 3�� ��Y592���3 3 ∀Xij ∈ D̄h

5�Ð

Sijρijcij(U
n−1

ij )
Ũn

ij − Un−1

ij

τ
=

3∑

k=0

δijkJijk(Un−1

ij )Ũn
ij+Sijfij(U

n−1

ij ), 3 Ë�� Ë�5

• � ��3�3 �>592���3 3 ∀Xij ∈ D̄h
5�Ð

Sijρijcij(Ũ
n
ij)
Un

ij − Un−1

ij

τ
=

3∑

k=0

δijkJijk(Ũn
ij)U

n
ij + Sijfij(Ũ

n
ij),

3 Ë�� � 5

Æ Î�¿ |�¿	�/¿ ½ Ã9~�¿&| »Q½ ÷	Ã/õ�Â À�Î Ï Â Í ~�õ¬¿ Í ¿ Ì À¬¿&| Â Ì  Â ÷ ¼ õ�¿ Ë��

� b	��
"b9g�	����g�b�����F A¬\ `X[
UNew
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UNew
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<
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��´< �
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UOld

]
UNew

] � ] ` ���(�( O ` a[K F C Q C \ FF:�´C � �
UNew
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UOld

]
UNew

] � ] ` ���(�( O ` a[K F C Q C \ FF:�ð@ � �
UNew

� ` �
b	�yi iyf

b���i1D�F�:EY�F¬[ MU\ @/[�F

��������g�b-, 	.� aL= `=[ J \�G : ? `X[ \�G F A `D:EYA@ \HMX\�J ` I `&? \ F�:EY�F�[ MX\ @/[�F < J C \ [ J[B @ \�J ` I�JLI F a F A¬\ [ JLA
A7M&B-a F�C

� 8#/ 810 � � �V2�
� � ��� 032,0&2�� � 0 � � ������h4m3 �54 �V4{2������0

� À Í À¬¿	~ Í 3 9�59»QÌ |63 ø�5 Ã7� À�Î�¿ »Q½ ÷	Ã	õ¬Â À�Î Ï �È¿ Í Ã ½ �/¿ Í�ú�Í À¬¿ Ï¨Í Ã7� ½ Â Ì ¿ » õÖ¿&} ¼�» À�ÂÃ Ì�Í

AU = F,
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�ÖÎ�¿Xõ¬¿ A Â ÍE»1Í ~ » õ Í ¿ Ì Ã Ì�Ç�Í�ú-Ï�Ï ¿UÀ¬õ�Â ù Ï¨» À�õ¬Â���Ã9� Í Â��=¿ N × N �ÖÂ¤À¬Î » À Ï Ã Í À>���	¿
Ì Ã Ì�Ç �X¿=õ�Ã®ùUÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À ÍX� � ¿=õ�¿ N Â Í ¿D} ¼#»Q½ À�Ã�À¬Î�¿ Ì-¼�Ï ö ¿XõÈÃ7� ~�Ã	Â Ì À Í Â Ì À�Î�¿�÷	õ¬Â�| D̄h

�
Æ Î�¿ Ï Ã Ì Ã	À�Ã Ì ÂùXÂ¤À ú Ã7�ÖÀ¬Î�¿ |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬¿ Í Ã ½ ¼ À�ÂÃ Ì Â Í �	¿=õ ú Â Ï ~�Ã	õ�À »	Ì À ~�õ¬Ã9~�¿Xõ�À ú Ã9�

À�Î�¿H|�Â Í ùXõ�¿XÀ�¿ »Q½ ÷	Ã	õ¬Â À�Î Ï1��� À�ù »QÌ�ö ¿®Ã ö�Í ¿XõF�	¿&|±À¬Î » À Ï Ã Í À Í ~ » À�Â »Q½ � Ì Â À�¿ |�Â("�¿=õ�¿ Ì ùU¿
» ~{~�õ¬Ã-��Â Ï¨» À�ÂÃ Ì�Í � ¼�Í ¿&|�Â Ì ùUÃ Ï ~ ¼ À » À�ÂÃ Ì�»	½ ¿��h~�¿Xõ¬Â Ï ¿ Ì À Í � ú Â ¿ ½ | M ÇºÏ¨» À¬õ�Â ùU¿ Í � À�Î�Â Í
÷ ¼�» õ »	Ì À¬¿X¿ Í À�Î�¿ Ï Ã Ì ÃQÀ¬Ã Ì Â ùUÂ À ú Ã7�ÅÀ�Î�¿ Í Ã ½¼ À�ÂÃ Ì 3 Í ¿=¿ � + Ê�Ä � Ê	Ë-,�»	Ì |�õ¬¿��ð¿Xõ¬¿ Ì ùU¿ Í ÷	Â��	¿ Ì
Â Ì À�Î�¿ Í ¿X~ » ~�¿Xõ Í 5U�

� À�Â Í ¿ »	Í�ú À¬Ã ù7Î�¿=ù7Á � À�Î » À�À¬Î�¿ Ï¨» À¬õ�Â(� A � » õ¬Â Í Â Ì ÷ » �¢À¬¿Xõ�À�Î�¿ ½ Â Ì ¿ » õ�Â�� » À�ÂÃ Ì Ã7�ÅÀ¬Î�¿
~�õ�ÃA~#Ã Í ¿D| � Ì Â¤À¬¿ �	Ã ½ ¼�Ï ¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿ � Í¬» À¬Â Í ��¿ Í À¬Î�¿ Ï¨» ��Â Ï ¼�Ï ~�õ�Â Ì ùXÂ�~ ½ ¿ + Ê � ,

aij ≤ 0, i 6= j, aii +

N∑

j=1

aij > 0, 1 ≤ i, j ≤ N.

��Ì Ì�¼�Ï ¿Xõ¬Âù »Q½ ¿��m~#¿=õ�Â Ï ¿ Ì À Í ��¿ ¼�Í ¿ªÀ�Î�¿ � Â 8 �E� À »Qö Â À�¿=õ » À�Â��	¿ Ï ¿XÀ�Î�Ãm| �ÖÂ À�Î¨À¬Î�¿
�Z»Q¼�Í¬Í�Ç�� ¿=Â�|�¿ ½ À ú ~#¿;~�õ�¿(ùUÃ Ì |�Â¤À¬Â Ã Ì ¿Xõ + # ,ý�	� À�Â Í �È¿ ½½ Á Ì Ã�� Ì À�Î » À%¿ Í À�Â Ï¨» À�Â Ì ÷ZÀ¬Î�¿Öõ » À�¿
Ã7�lùXÃ Ì �	¿=õ�÷/¿ Ì ùX¿ªÃ7��Â À�¿=õ » À�ÂÃ Ì�Í �ðÃ/õ »äÍHú�Í À�¿ Ï �ÖÂ¤À¬Î Ì Ã Ì�Í�ú-Ï�Ï ¿UÀ¬õ�Â ù Ï�» À�õ¬Â��¨Â ÍÖ» |�Â�1 Ç
ù ¼�½ ÀªÀ »/Í Á ��Æ Î�¿Xõ¬¿EÂ Í"Ì Ã¨÷	¿ Ì ¿Xõ »Q½ À�Î�¿=Ã	õ ú Î�Ã��^À�Î�Â Í õ » À¬¿ |�¿	~�¿ Ì | Í Ã Ì À�Î�¿ Í ~�¿=ùUÀ�õ ¼�Ï
Ã7�çÀ�Î�¿ Ï�» À�õ¬Â��±¿	�/¿ Ì �ðÃ	õ » ��¿ ½ ½ Ç ù ½¼�Í À¬¿Xõ¬¿&| Í ~�¿=ùUÀ�õ ¼�Ï 3 » � »�ú �ðõ¬Ã Ï �=¿Xõ¬Ã 5U�#� Â Ì ùU¿EÀ¬Î�¿
Ì Ã Ì�Ç�Í�ú-Ï�Ï ¿UÀ¬õ ú Ã7��À¬Î�¿ Ï¨» À¬õ�Â(� » õ�Â Í ¿ Í Ã Ì�½ú | ¼ ¿ZÀ¬Ã�À�Î�¿ZÀ¬Î�ÂõF| Ç À ú ~#¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú ùUÃ Ì�Ç
|�Â¤À¬Â Ã Ì�Í � ��¿¨ù »	Ì ¿��m~#¿(ù�ÀZÀ�Ã1Ã ö À » Â Ì À�Î�¿ � »	Í À�ùUÃ Ì �/¿Xõ¬÷	¿ Ì ùU¿®õ » À�¿äÃ7�%À¬Î�¿ � Â 8 �E� À »Qö
Â¤À¬¿Xõ » À�ÂÃ Ì#ÍX�

�;o��et q�� �,s����Vq_x � � q � �����hz	�

� ÷	¿ Ì ¿Xõ »Q½ À�¿ Ï ~ ½» À�¿/�ðÃ/õ�À¬Î�¿±ùXÃ Ì �	¿=õ�÷/¿ Ì ùX¿ »QÌ�»	½ ú�Í Â Í Ã7� ~�õ¬¿&|�Â ù�À¬Ã	õ Ç ùXÃ	õ¬õ�¿(ù�À�Ã/õ�À ú ~�¿
� Ì Â À�¿ �m|�Â("�¿=õ�¿ Ì ùU¿ Í ù7Î�¿ Ï ¿ Í Â Í |�¿&�	¿ ½ Ã9~�¿&|ZÂ Ì + � � 9-, � Í ¿=¿ »Q½ Í ÃÖõ�¿	�ð¿Xõ¬¿ Ì ùX¿ Í ÷/Â��/¿ Ì Â Ì À�Î�¿ Í ¿
~ » ~�¿Xõ Í �ðÃ/õ Ï Ã/õ�¿ » ~{~�õ�Ã » ù7Î�¿ ÍX�l� ÀH� »	Í®¼�Í ¿&| À�ÃsÂ Ì �	¿ Í À¬Â ÷ » À¬¿ Ì Ã Ì�½ Â Ì ¿ » õ ~ » õ »Qö Ã ½ Âù
~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï¨Í ¼�Ì |�¿Xõ »	Í¬Í�¼�Ï ~�À�ÂÃ Ì À¬Î » À¨ùUÃ�¿�1¨ùXÂ ¿ Ì À Í Ã7�ªÀ¬Î�¿ ~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï » õ¬¿ ùUÃ Ì À�Â Ì-¼ Ã ¼�Í
� ¼�Ì ù�À¬Â Ã Ì�Í=�

 Â Ì Â À�¿ �	Ã ½ ¼�Ï ¿ |�Â Í ùXõ�¿XÀ�Â�� » À�ÂÃ Ì�Í Ã Ì1Ê � ÷/õ�Â | Í �ðÃ	õ ½ Â Ì ¿ » õ9¿ ½½ Â�~�À¬ÂùX~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï�Í �ÖÂ À�Î
|�Â Í ùUÃ Ì À�Â Ì-¼ Ã ¼�Í |�Â(" ¼�Í ÂÃ Ì ùXÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À Í�» õ¬¿M|�¿Xõ¬Â��/¿&| »	Ì |�Â Ì �/¿ Í À�Â÷ » À�¿&|�Â Ì Ï�»	Ì�ú ~ »;Ç
~#¿=õ Í � Í ¿X¿ + Ä � Ê � Ä=É � Ê�Ä ,ý�#Æ Î�¿ Ì ¿	�uÂ Ì À¬¿Xõ¬¿ Í À�Â Ì ÷ � Ì Â À�¿ �	Ã ½¼�Ï ¿ » ~{~�õ�Ã-��Â Ï�» À�ÂÃ Ì�ÍÖ» õ�¿
~�õ�ÃA~#Ã Í ¿D|1Â Ì + Ä-9-,º��� Ã	À+Ã Ì�½ ú À�Î�¿ Í Ã ½ ¼ À�ÂÃ Ì�ö�¼ À »Q½ Í Ã�À�Î�¿ <�¼ ��¿ Í�» õ¬¿ » ~{~�õ�Ã-��Â Ï�» À�¿D|
�ÖÂ¤À¬Î À¬Î�¿ Í ¿=ùXÃ Ì | Ã	õ�|�¿XõäÃ7� » ùXù ¼ õ » ù ú Â Ì À�Î�¿ ¼�Ì Â[�ðÃ/õ Ï Ì Ã/õ Ï1�
Æ Î�¿$� Ì Â À�¿ �	Ã ½ ¼�Ï ¿
Í ù7Î�¿ Ï ¿ Í�» õ¬¿ |�¿Xõ¬Â��/¿&| ¼�Ì |�¿Xõ »/Í�Í�¼�Ï ~�À�ÂÃ Ì À�Î » À¨Â Ì À�¿=õ�� » ùU¿ Íä» õ�¿ »Q½ Â ÷ Ì ¿&| �ÖÂ¤À¬Î À¬Î�¿
� Ì Â À�¿ �/Ã ½¼�Ï ¿ Í�¼ õ�� » ùU¿ Í Ã	õN�ÖÎ�¿ Ì » õ ö Â¤À¬õ » õ úî½ Ã�ù » À�¿D|�Â Ì À¬¿Xõ�� » ùU¿ Í"» õ�¿EÃ/õHÀ¬Î�Ã	÷/Ã Ì�»	½ À�Ã
» ùXÃ�Ã	õ�|�Â Ì#» À�¿ » ��Â Í=�

/ 8
	�8X- ��4 � 2,0�Y0 ���;4 0����
 �
� � � 	 ��
�3 �6. ��� �

��Ì À�Î�Â Í"Í ¿=ùUÀ�ÂÃ Ì �È¿�ùUÃ Ì#Í Â |�¿Xõ » Í Â Ï ~ ½ Â���¿D|1¿ ½½ Â�~�À¬Âù ~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï �ÖÂ À�Î » |�Â Í ùUÃ Ì À�Â Ì-¼ Ã ¼�Í
|�Â�" ¼�Í Â Ã Ì ùXÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À � � ¼ õ Ï¨» Â Ì ùUÃ Ì ùU¿Xõ Ì Â Í À�Ã�Â Ì �/¿ Í À�Â÷ » À�¿�À�Î�¿9Â Ï ~ » ù�À
Ã9��À�Î�¿È¿=õ�õ¬Ã	õ
Â Ì À�õ¬Ãm| ¼ ùX¿&| ö-ú À�Î�¿R~�¿Xõ�À ¼ õ ö ¿&| ö Ã ¼�Ì | » õ ú Ã7� À�Î�¿�ùXÃ Ï ~ ¼ À » À�ÂÃ Ì#»Q½ |�Ã Ï¨» Â Ì3�

ô ¿�ùXÃ Ì�Í Â�|�¿XõÈÀ�Î�¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú � »Q½¼ ¿ ~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï

−
d

dx

(
k(x)

du

dx

)
= f(x), 0 < x < 1, 3 � � Ä-5
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−k1

du

dx
(0) + α(u(0) − T ) = 0, x = 0,

k1

du

dx
(1) + α(u(1) − T ) = 0, x = 1,

�ÖÎ�¿Xõ¬¿

k(x) =





k1, 0 ≤ x < a,

k2, a ≤ x ≤ b,

k1, b < x ≤ 1,

f(x) =





0, 0 ≤ x < a,

g(x) > 0, a ≤ x ≤ b,

0, b < x ≤ 1.

ô ¿EÂ Ì À�õ¬Ãh| ¼ ùU¿ »�Í À »QÌ | » õ�| ¼�Ì Â��ðÃ	õ Ï ÷/õ�Â |

ωh = {xi : x0 = ξ0, xi = x0 + ih, i = 1, . . . , N, xN = 1 − ξ1},

�ÖÎ�¿Xõ¬¿ 0 ≤ ξj ≤ h/2 � j = 0, 1 � Â � ¿ � À�Î�¿�÷	õ¬Â�| ö Ã ¼�Ì | » õ ú Â Í ~�¿Xõ�À ¼ õ ö ¿&| »QÌ | » ~{~�õ¬Ã-� Ç
Â Ï¨» À¬¿ Í À¬Î�¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú Ã7� À�Î�¿ |�Ã Ï¨» Â Ì �ÖÂ À�Î±À�Î�¿ » ùXù ¼ õ » ù ú

O(h)
�

Æ Î�¿ � Ì Â À�¿_�	Ã ½¼�Ï ¿ Ï ¿UÀ¬Î�Ãm|¨Â Í�¼�Í ¿D|äÀ�Ã » ~{~�õ¬Ã-��Â Ï¨» À¬¿ÈÀ�Î�¿X|�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì À¬Â »	½ ~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï1�
 Âõ Í À9À�Î�¿ ö�»Q½ »QÌ ùX¿Z¿&} ¼�» À¬Â Ã Ì Â Í �Öõ¬Â¤À�À�¿ Ì Ã��/¿XõÈÀ�Î�¿ � Ì Â¤À¬¿R�	Ã ½ ¼�Ï ¿ (xi−1/2, xi+1/2)

Ð

Wi+1/2 −Wi−1/2

h
= ϕi, ϕi =

1

h

∫ xi+1/2

xi−1/2

f(x) dx ≈ fi, i = 1, . . . , N − 1,

�ÖÎ�¿Xõ¬¿ W (x) = −k(x)
du

dx
|�¿ Ì ÃQÀ¬¿ Í À�Î�¿ <#¼ � �Q� ¿'��À � À�Î�¿ <�¼ �®Â Í �Öõ¬Â¤À�À�¿ Ì Â Ì À¬Î�¿W�ðÃ	õ Ï

du

dx
= −

W (x)

k(x)

»QÌ | Â Ì À¬¿X÷/õ » À�¿&|îÃ��	¿=õ�À¬Î�¿EÂ Ì À¬¿XõF� »Q½
(xi, xi+1)

Ð

−(ui+1 − ui) =

∫ xi+1

xi

W (x)

k(x)
dx ≈Wi+1/2

∫ xi+1

xi

dx

k(x)
.

ô ¿ ¼�Í ¿ »SÍ Â Ï ~ ½ ¿ Î » õ Ï Ã Ì Â ù » �	¿=õ » ÷	Â Ì ÷ Ã7� ùXÃ-¿�1 ùUÂ¿ Ì À k(x) Ã��	¿Xõ�À�Î�¿ �	Ã ½¼�Ï ¿
(xi, xi+1) (∫ xi+1

xi

dx

k(x)

)−1

≈ ai+1/2 = 2
( 1

ki
+

1

ki+1

)−1

.

Æ Î�Â Í �ðÃ/õ Ï®¼�½ » Â Í Â Ì |�¿	~�¿ Ì |�¿ Ì À�Ã Ì À�Î�¿ ~�Ã Í Â À�ÂÃ Ì Ã7�ÈÀ�Î�¿ |�Â Í ùXÃ Ì À�Â Ì�¼ Â À ú Ã7� k(x) �3��Ì
Ä � ù »	Í ¿ZÀ�Î�¿ ¿'� » ù�À » �/¿Xõ » ÷	Â Ì ÷ �ðÃ	õ Ï ¼�½» ù »QÌ�ö ¿M|�¿=õ�Â��	¿D| �ðÃ	õ » ~�Â ¿(ùU¿&�ÖÂ Í ¿ ùUÃ Ì�Í À »QÌ À
|�Â�" ¼�Í Â Ã Ì ùUÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À Ð

ai+1/2 =
( θ
ki

+
1 − θ

ki+1

)−1

,

Î�¿Xõ¬¿�À¬Î�¿�Â Ì À�¿Xõ�� » ùX¿ ~�Ã	Â Ì À ξ = xi + θh � 0 ≤ θ ≤ 1
�%ô ¿ Ì ÃQÀ¬¿�À�Î » À Í�¼ ù7Î »	Ì

» ~{~�õ¬Ã-��Â Ï¨» À�ÂÃ Ì ù »QÌ1ö ¿E÷	¿ Ì ¿Xõ »Q½ Â��=¿&|îÀ�Ã Ê � ù »/Í ¿EÃ Ì�½ú �ÖÎ�¿ Ì À�Î�¿EÂ Ì À�¿Xõ�� » ùX¿ Í Ã9�lÀ¬Î�¿
|�Â Í ùUÃ Ì À�Â Ì-¼ Â¤À ú Ã9� k(x) » õ�¿ »Q½ Â÷ Ì ¿D|/�ÖÂ À�Î±À�Î�¿E÷/õ�Â | �

Æ Î ¼#Í ��¿Z÷	¿XÀ »¨ÍHú�Í À�¿ Ï Ã7��|�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬¿�¿D} ¼�» À¬Â Ã Ì�Í �ðÃ	õÖÂ Ì À�¿Xõ¬ÂÃ	õ9÷	õ¬Â�| ~�Ã	Â Ì À Í

−
(
ai−1/2Ux̄

)
x

= fi, i = 1, 2, . . . , N − 1,



� ¥�¨©X·� ´²¬¯Q¡ �  ¢ä¥�¡ ¯Q¸W ´íQ£sí�ïZ¸ð³�©>� ©7¯Q¸���í;£�«;¥�²X¸W ´íQ£  ¢£��È¡ ©7²U¸º·� ´²7¯;¡��
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Î�¿Xõ¬¿ ��¿ ¼�Í ¿ Ì ÃQÀ » À¬Â Ã Ì

Ux̄,i =
Ui − Ui−1

h
, Ux,i =

Ui+1 − Ui

h
.

Æ Î�¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú ùXÃ Ì |�Â À�ÂÃ Ì#ÍÖ» õ¬¿ » ~{~�õ¬Ã-��Â Ï¨» À¬¿&| ö�ú �Öõ¬Â¤À¬Â Ì ÷®À¬Î�¿ ö�»Q½ »QÌ ùU¿Z¿&} ¼�» À�ÂÃ Ì�Í
Ã��	¿Xõ±ùUÃ Ì À¬õ�Ã ½ �/Ã ½¼�Ï ¿ Í

(x0, x1/2)
»	Ì | (xN−1/2, xN )

»	Ì | ¼�Í Â Ì ÷ À¬Î�¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú
ùUÃ Ì |�Â¤À¬Â Ã Ì�Í Ã7� À�Î�¿ |�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì À¬Â »	½ ~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï1Ð

−a1/2Ux,0 + α(U0 − T ) =
h

2
f0, aN−1/2Ux̄,N + α(UN − T ) =

h

2
fN .

� ¿ Ì ÃQÀ¬¿ ö�ú
Zi = Ui − u(xi)

À�Î�¿�÷	õ¬Â�|/� ¼�Ì ùUÀ�ÂÃ Ì �ðÃ/õÈÀ�Î�¿�÷ ½ Ã ö�»	½ |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬¿+¿=õ�õ¬Ã	õ ÍX�
� À Í�» À�Â Í ��¿ Í À�Î�¿ |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬¿X~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï

−
(
ai−1/2Zx̄

)
x

= −
ηi+1/2 − ηi−1/2

h
+ ψi, i = 1, 2, . . . , N − 1,

− a1/2Zx,0 + αZ0 = −η1/2 + ψ̃0, aN−1/2Zx̄,N + αZN = ηN−1/2 + ψ̃N ,

�ÖÎ�¿Xõ¬¿�À�Î�¿ ½ Ã�ù »Q½3» ~{~�õ¬Ã-��Â Ï¨» À¬Â Ã Ì ¿=õ�õ¬Ã	õ Í�» õ�¿ |�¿�� Ì ¿&| »/Í

ηi+1/2 = ai+1/2ux,i −Wi+1/2 = O(h), ψi = O(h),

ψ̃j = ψj + rj , ψj = O(h2), j = 0, N.

Æ ¿=õ Ï¨Í
rj

¿ Í À�Â Ï�» À�¿�À¬Î�¿�¿=õ�õ¬Ã	õ/| ¼ ¿�À�Ã À�Î�¿ ~#¿=õHÀ ¼ õ ö ¿&| ~�Ã Í Â À�ÂÃ Ì Ã7�ZÀ¬Î�¿ |�Â Í ùXõ�¿XÀ�¿
ö Ã ¼�Ì | » õ ú/�� Ã	õ Í Ã ½¼ À¬Â Ã Ì�Í Í�¼ 1 ùUÂ¿ Ì À ½ú Í�Ï Ã�Ã	À�Î Â Ì À�Î�¿ Ì ¿=Â ÷/Î ö Ã ¼ õ�Î�Ã�Ãm|�Ã7� x = 0»QÌ | x = 1 �È¿ZÎ » �	¿+À�Î » À rj = O(h)

�
� ¿UÀ ¼�Í |�¿'� Ì ¿ZÀ�Î�¿ �ðÃ ½ ½ Ã��ÖÂ Ì ÷ Í ù »	½» õW~�õ�Ãm| ¼ ùUÀ Í Ã9� ÷/õ�Â | � ¼�Ì ù�À�ÂÃ Ì#ÍXÐ

(U, V ) =
N−1∑

i=1

hUiVi, (U, V ] =
N∑

i=1

hUiVi.

ô ¿ZùUÃ Ï ~ ¼ À�¿ »®Í ù »	½» õZ~�õ¬Ãh| ¼ ù�À9Ã7�ÅÀ¬Î�¿+¿=õ�õ¬Ã	õ%¿&} ¼�» À¬Â Ã Ìî» À9Â Ì À¬¿Xõ¬Â Ã/õ ~�Ã	Â Ì À Í �ÖÂ¤À¬Î Zi
�¼�Í ¿�À¬Î�¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú ùUÃ Ì |�Â¤À¬Â Ã Ì�Í À�Ã¨Ã ö À » Â Ì À�Î�¿E¿&} ¼�»Q½ Â À ú

(aZx̄, Zx̄] + α(Z2
0 + Z2

N) = (η, Zx̄] + (ψ,Z) + ψ̃0Z0 + ψ̃NZN .

Æ Î�¿ Ì|» ~{~ ½ú Â Ì ÷ » Í Â Ï ~ ½ ¿�¿ Ï ö ¿&|{|�Â Ì ÷ À¬Î�¿XÃ/õ�¿ Ï 3 Í ¿=¿ + Ê � , 5 À�Î�¿�¿ Í À�Â Ï�» À�¿�Ã9�+À¬Î�¿
÷ ½ Ã ö�»	½ ¿=õ�õ¬Ã	õW� ¼�Ì ù�À�ÂÃ Ì Â Ì À�Î�¿ ¼�Ì Â[�ðÃ/õ ÏwÌ Ã	õ Ï Â Í Ã ö À » Â Ì ¿&|

max
0≤i≤N

|Zi| ≤ C(‖η‖ + ‖ψ‖+ |ψ̃0| + |ψ̃N |) ≤ Ch.

Æ Î ¼#Í À�Î�¿ |�Â Í ùXõ�¿XÀ�¿ Í Ã ½¼ À�ÂÃ Ì ùUÃ Ì �/¿Xõ¬÷	¿ Í À�Ã�À�Î�¿ Í Ã ½ ¼ À¬Â Ã Ì Ã9��À�Î�¿;|�Â�"�¿Xõ¬¿ Ì À¬Â »	½ ~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï
�ÖÂ¤À¬Î À¬Î�¿ » ù=ù ¼ õ » ù ú

O(h)
�

/ 8��"8 � ��� 
 � 2D4m2�
� ��4 � 3��h0 � �Y2&0
ô ¿�Î » �	¿ » ~{~ ½ Â¿&|±À¬Î�¿ Ì�¼�Ï ¿Xõ¬Âù »Q½3»	½ ÷/Ã	õ¬Â¤À¬Î Ï À�Ã Í Â Ï ¼�½ » À¬¿ZÀ�Î�¿ Î�¿ » À"ùUÃ Ì | ¼ ù�À¬Â Ã Ì Â Ì
Â Ì | ¼�Í À¬õ�Â »Q½ ¿ ½ ¿=ù�À¬õ�Â ù »	½ ù »	ö�½ ¿ Í � �ÖÎ�¿ Ì À�Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿�Â Í ùUÃ Ï ~#Ã Í ¿D| Ã9� Ê&9 �ÖÂ õ¬¿ Í=�%Æ Î�¿
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õ » |�Â ¼#Í ¿ Í Ã9�ªÀ�Î�¿ Í ¿ �ÖÂõ�¿ Í � » õ¬Â¿&| ö ¿UÀ$�È¿X¿ Ì

0.34
»QÌ | 1.421 ä »	Ì | À¬Î�¿�ù ¼ õ¬õ¬¿ Ì À

�ðõ�Ã Ï
0.4 À�Â ½ ½ 23 � � »	Í%» ~{~ ½ Â ¿D| Ã Ì�Ä(Ê �ÖÂõ¬¿ Í=�/ô ¿+Î » �	¿"ù » õ¬õ�Â¿&|�Ã ¼ ÀÈùXÃ Ï ~ ¼ À » À�ÂÃ Ì#Í

À�Â ½ ½ À�Î�¿ Í À » À¬Â Ã Ì�» õ ú1Í À » À�¿M� »/Í õ¬¿ » ù7Î�¿&| ��Æ Î�¿ Ì�¼�Ï®ö ¿=õ+Ã9��÷	õ¬Â�| ~�Ã	Â Ì À Í N ×N � »	Í
Â Ì ùXõ�¿ »	Í ¿&| �ðõ¬Ã Ï

N = 100 À�Â ½ ½ N = 400
��ô ¿®Î » �	¿�Â Ì �	¿ Í À�Â÷ » À�¿D|±À�Î�¿H|�Â Í À¬õ�Â ö�¼ À¬Â Ã Ì

Ã7��À�Î�¿ Ï�» ��Â Ï¨»Q½�»QÌ | Ï Â Ì Â Ï¨»	½ À�¿ Ï ~#¿=õ » À ¼ õ¬¿ Í Ã7��À�Î�¿"¿ ½ ¿=ù�À¬õ�Â ù »	½ ù »	ö�½ ¿ Í=�	Æ Î�¿ªõ¬¿ Í�¼�½ À Í
» õ¬¿®÷/Â��/¿ Ì Â ÌsÆ »Qö�½ ¿ Ä � Î�¿=õ�¿ Tmin

»QÌ | Tmax
|�¿ Ì ÃQÀ¬¿®À¬Î�¿ Ï Â Ì Â Ï¨»Q½�»	Ì | Ï¨» ��Â Ï¨»Q½

À�¿ Ï ~�¿Xõ » À ¼ õ�¿ Í õ�¿ » ù7Î�¿D|¨Â Ì±Í Ã Ï ¿N�ÖÂõ�¿�Ã7��À�Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿ � õ�¿ Í ~�¿=ùUÀ�Â��	¿ ½ ú � »	Ì | CPU Â Í9»
ùUÃ Ï ~ ¼ À » À¬Â Ã Ì�»Q½ À¬Â Ï ¿ �

� � � "�b � 	 � `D:EYA@ \HMX\�J ` I�M=a [�F�C�@ aL\ CT?`=[�< JPO F¬[�F I;\ZK=M=a @-FFC%`	?
N

N ht

� C �
Tmin Tmax CPU

� C �

R B=B ?(B _(?9G 8(? _=_9G @(_ R(R G V:=B=B ?(B _(?9G <X? _=@9G B(@ R :(<
?(B=B :=B _�:7G @X8 _=_9G 8;C 8;<=V
8�B=B :=B _�:7G V=B _=_9G R < R _(@(:

Æ Î�¿ªõ¬¿ Í�¼�½ À Í�» õ¬¿"ùXÃ Ì�Í Â Í À�¿ Ì ÀZ�ÖÂ¤À¬Î¨À�Î�¿ªÀ�Î�¿=Ã	õ¬¿UÀ�Â ù »	½ ùXÃ Ï ~ ½ ¿'��Â¤À ú ¿ Í À�Â Ï¨» À�¿ Í Ã9��À¬Î�¿
»Q½ ÷	Ã	õ¬Â À�Î Ï 3ðÂ � ¿ �

O(N3)
5���Æ Î�¿ Í ¿(ùUÃ Ì |¨ùUÃ Ì ù ½¼�Í Â Ã Ì Â Í À�Î » ÀÈÀ�Î�¿ »Q½ ÷	Ã/õ�Â À�Î Ï Â Í õ¬Ã ö�¼#Í À

»QÌ | À�Î�¿ |�Â Í ùXõ�¿XÀ�¿ Ï Ãm|�¿ ½ ÷	Â��	¿ ÍÈ» ù=ù ¼ õ » À¬¿"õ¬¿ Í�¼�½ À ÍÈÍ À » õ�À�Â Ì ÷ �ðõ¬Ã Ï } ¼ Â À�¿Zõ¬Ã ¼ ÷/Î ÷	õ¬Â�| ÍX�

�voMp>u � q�r{z�� x ��rmz�t q t�� r�� ��� t u ���

� Â���¿D|îÎ�¿ » ÀÖùUÃ Ì | ¼ ùUÀ�Â��-Â À ú Ã7� » Âõ »QÌ | %�� 8
k ù »	Ìîö ¿ZùXÃ Ï ~ ¼ À¬¿&| ö�ú À�Î�¿X�ðÃ ½½ Ã��9Â Ì ÷

Í Â Ï ~ ½ ¿ õ�¿ ½» À�ÂÃ Ì�Í Î�Â�~ ö ¿UÀ$�È¿X¿ Ì À�Î�¿±Î�¿ » ÀäùXÃ Ì | ¼ ù�À�Â���Â¤À ú Ã9� » Âõ kA
� Ã9� %�� 8

kIsol»QÌ |îÀ�Î�¿ � ½ ½ Â Ì ÷H� » ù�À¬Ã	õÖÃ9��À�Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿ F Ð

k = kA(1 − F ) + kIsolF,
3 /��Ä:5

�ÖÎ�¿Xõ¬¿îÀ¬Î�¿4� ½½ Â Ì ÷ � » ù�À¬Ã	õ F Ã9�ªÀ�Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿±Â Í ùUÃ Ï ~ ¼ À�¿D| �ðõ¬Ã Ï À¬Î�¿1õ�¿ ½» À�ÂÃ Ì�Í Î�Â�~
ö ¿XÀ$��¿=¿ Ì À�Î�¿�À�ÃQÀ »Q½"» õ�¿ » Ã7��À�Î�¿ �ÖÂõ¬¿ Í

d =
∑n

i=1
di

»QÌ | À�Î�¿�Â Ì#Í Â |�¿ » õ¬¿ » Ã9� »
ö�¼�Ì | ½ ¿ D

F =

n∑

i=1

di/(D − S),

Î�¿Xõ¬¿ S Â Í À�Î�¿ » õ¬¿ » Ã7��À¬Î�¿EÃ ¼ À�¿XõÖÂ Í Ã ½ » À�ÂÃ Ì Ã7�lÀ�Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿ �
��¼ ù7Î » �ðÃ	õ Ï ¼�½» �ðÃ/õÖÀ�Î�¿�� ½ ½ Â Ì ÷ � » ùUÀ�Ã/õ F Â Í Î�¿ ¼ õ¬Â Í À¬Âù »Q½º��Æ Î�¿�Â Ï ~�õ�Ã��/¿ Ï ¿ Ì ÀªÃ9�

À�Î�Â Í �ðÃ	õ Ï ¼�½ » ù »QÌ�ö ¿ |�Ã Ì ¿ Â Ì À$�ÈÃ |�Âõ¬¿=ù�À¬Â Ã Ì�Í=Ð ��õ Í À � À�Î�¿ Ï ¿=ù7Î »QÌ Â ÍHÏ Ã9��À�Î�¿�Î�¿ » À
À�õ »QÌ�Í ~#Ã/õHÀEÂ Ì » Âõ�Â Ì ù ½¼ |�¿ ÍEÌ ÃQÀ®Ã Ì�½ú À¬Î�¿J|�Â(" ¼#Í ÂÃ Ì ö�¼ À »Q½ Í Ã±À¬Î�¿îùUÃ Ì �	¿=ùUÀ�ÂÃ Ì�»QÌ |
õ » |�Â » À�ÂÃ Ì � À�Î ¼�ÍEÍ Ã Ï ¿ä÷	¿ Ì ¿Xõ »Q½ Â��=¿&|�ùXÃ Ì | ¼ ù�À¬Â���Â À ú ùUÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À kg

A > kA
Í Î�Ã ¼�½ | ö ¿

¼�Í ¿D| ��Í ¿(ùUÃ Ì | � À¬Î�¿�� ½ ½ Â Ì ÷±ùXÃ-¿�1 ùUÂ¿ Ì À » �	¿=õ » ÷	¿ Í À�Î�¿H|�Â(" ¼�Í ÂÃ Ì ùXÃ-¿�1 ùUÂ¿ Ì À Í Ã7� %�� 8
»QÌ | » Âõ �ÖÂ¤À¬Î±À�Î�¿R�È¿XÂ÷	Î-À ~�õ¬Ã9~�Ã	õ�À�ÂÃ Ì�»	½ À¬ÃäÀ�Î�¿ » õ�¿ »	Í Ã7�lÀ�Î�¿ Í ¿R~�Î »	Í ¿ Í=�

��Ì¨Ì-¼�Ï ¿=õ�Â ù »	½�Í Â Ï®¼�½» À�ÂÃ Ì�Í À$��Ã |�Â("�¿Xõ¬¿ Ì À%Î�¿ » À�ùXÃ Ì | ¼ ù�À�Â���Â¤À ú ùUÃ�¿�1¨ùXÂ ¿ Ì À Í Ã9��À¬Î�¿
Ï ¿D|�Â » ö ¿UÀ$�È¿X¿ Ì À�Î�¿ �ÖÂõ�¿ Í �È¿Xõ¬¿ ¼�Í ¿&| �-��Ì À�Î�¿ ��õ Í ÀÖù »/Í ¿ � »	Í¬ÍH¼�Ï Â Ì ÷EÀ¬Î » À9À�Î�¿+÷ » ~ Í
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¯��U¡©�¦ � Ë&9
ö ¿XÀ$��¿=¿ Ì À�Î�¿R�ÖÂõ�¿ ÍÖ» õ¬¿�ùXÃ Ì�Í Â |�¿Xõ »Qö�½ú Í�Ï�»	½ ½ � À�Î�¿R~ ¼ õ¬¿ %%� 8 Â Í Ã ½» À�ÂÃ Ì Ã7��À¬Î�¿R�ÖÂõ�¿
Î » | ö ¿=¿ Ì À » Á	¿ Ì Â Ì À¬Ã » ùXùUÃ ¼�Ì À ����Ì À�Î�¿ Í ¿=ùUÃ Ì |�ù »	Í ¿ � � ½½ Â Ì ÷ � » ùUÀ�Ã	õ F »QÌ | Ï Â���¿&|
Î�¿ » À®ùUÃ Ì | ¼ ùUÀ�Â��-Â À ú k Ã9� » Âõ »QÌ | %�� 8 Î » | ö ¿=¿ Ì |�¿UÀ�¿=õ Ï Â Ì ¿&| »	Ì |e~ ¼ À®Â Ì À�Ã1À¬Î�¿
Í Â Ï ¼�½ » À¬Â Ã Ì ~�õ�Ã/÷	õ »QÏ1�
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n
 M��

n = 10
]7B @ I < a F l�aLaLJLI>= ? MXA¬\ `=[

F = 0.58
]	G F MU\çA ` I <9@ A T

\�JLKQJ \ Q `&? \�G F : MX\ F�[ J MXa :EF�< J¤MNB F \ SçF7F I®\�G FvS J [�F�C JLI�A�M C�F
F

J C I ` \�A ` I C J </F¬[�F�<
k = 0.17MXI <

k = 0.1
] S G F I

F
J C A `&@ I;\ F�< ]"B��

n = 20
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 õ¬Ã Ï  Â÷ � � »�5�»	Ì | ö.5 ~ » õ�À Í � Ã Ì ¿�ù »QÌ�Í ¿=¿äÀ�Î » À » �¢À�¿=õEÀ�Î�¿ ùUÃ Ì#Í Â |�¿Xõ » À¬Â Ã Ì Ã9�
À�Î�¿ � ½ ½ Â Ì ÷ � » ù�À�Ã/õ F »QÌ |sÀ�Î�¿ Ï Â(��¿&| ùXÃ Ì | ¼ ù�À¬Â���Â À ú ùXÃ-¿�1 ùUÂ¿ Ì À k À�Î�¿ Í Â Ï®¼�½» À�ÂÃ Ì
ù ¼ õF�	¿R� »	Í ~ ¼�½ ½ ¿&| ¼ ~1À�Ã�� » õ�| Í À�Î�¿ Ï ¿ »	Í�¼ õ¬¿ Ï ¿ Ì À+ù ¼ õF�	¿ ����Ì  Â÷ � � ù 5 � �ÖÎ�¿=õ�¿ZÀ¬Î�¿
ö�¼�Ì | ½ ¿ �ÖÂ À�Î � É �ÖÂõ�¿ Í � »	Í"Í Â Ï ¼�½ » À¬¿&| � » ÍHÏ¨»	½ ½ ¿XõªÂ Ì!<�¼ ¿ Ì ùX¿ Ã7�çÀ¬Î�¿M|�Â("�¿Xõ¬¿ Ì À+Î�¿ » À
ùUÃ Ì | ¼ ù�À¬Â���Â À ú ùXÃ�¿'1 ùUÂ¿ Ì À Í Â Í Ã ö�Í ¿XõF�	¿D| ��Æ Î�Â Í Â Í | ¼ ¿¨À¬Ã�À�Î�¿ Î�Â÷	Î�¿=õ�� ½½ Â Ì ÷ � » ù�À¬Ã	õ
F Ã7��À�Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿ � �ÖÎ�Â ù7Î Ï ¿ »QÌ�Í À�Î » ÀEÀ�Î�¿äÂ Ì!<�¼ ¿ Ì ùX¿äÃ9� » Â õZÂ Ì À¬Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿�Â ÍZ½ ¿ Í¬Í
ùUÃ Ï ~ » õ�¿D|¨À¬Ã�À�Î�¿ ��õ Í ÀÈÀ$�ÈÃ¨ù »/Í ¿ ÍX�



� Ë # �����  ´©	�Q  ¦�

ò �� ¡ �-©X¶= ��X ¢¥�¦�
�� ���  ´©�¦7¦�
�ó � ó�©U ¢¡��¥�£�¯�¦�
�� ��� ¥��7í��
�vo��et q_x ��w �hz$t q �

Æ Î�¿R~ » ~�¿Xõ;|�Â Í ù ¼�Í¬Í ¿ ÍÖ» õ�Ã ö�¼�Í À*� Ì Â À�¿R�	Ã ½ ¼�Ï ¿ » ~{~�õ¬Ã-��Â Ï¨» À¬Â Ã Ì Ã7� À�Î�¿ Ï�» À�Î�¿ Ï¨» À�Â Ç
ù »Q½lÏ Ãh|�¿ ½ |�¿ Í ùUõ¬Â ö Â Ì ÷�À¬Î�¿�Î�¿ » À+ùXÃ Ì | ¼ ù�À�ÂÃ Ì Â Ì ¿ ½ ¿=ùUÀ�õ¬Âù »Q½ ù »Qö�½ ¿ Í=��� ÀX|�¿'� Ì ¿ Í"» Ê �
Ì Ã Ì�½ Â Ì ¿ » õT~ » õ »Qö Ã ½ ÂùW~�õ¬Ã ö�½ ¿ Ï±�/Æ Î�¿;|�Â Í ùXõ�¿XÀ�Â�� » À¬Â Ã Ì ÷/Â��/¿ Í |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬¿ Í�ú�Í À¬¿ Ï¨Í Ã9� Ì Ã Ì�Ç
½ Â Ì ¿ » õ®¿D} ¼�» À¬Â Ã Ì�Í � À�Î�¿ Ï¨» À¬õ�Â(� Ã7� » ½ Â Ì ¿ » õ¬Â��=¿&| ~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï Í�» À�Â Í ��¿ Í À¬Î�¿ Ï�» ��Â Ï®¼�Ï
~�õ�Â Ì ùXÂ�~ ½ ¿ ��� ÀZÂ Í ~�õ¬Ã��	¿D| �ðÃ	õ »±Í Â Ï ~ ½ Â��#¿&| Ä � ~�õ�Ã ö�½ ¿ Ï À�Î » À Í�¼ ù7Î » |�Â Í ùUõ¬¿UÀ¬Â�� » À¬Â Ã Ì
Â Ì À�õ¬Ãm| ¼ ùX¿ Í

O(h) Ã/õF|�¿Xõ"¿=õ�õ¬Ã	õ Í Â Ì�» ~6~�õ�Ã-��Â Ï¨» À�ÂÃ Ì Ã9� |�Â Í ùUÃ Ì À�Â Ì-¼ Ã ¼�Í |�Â�" ¼�Í Â Ã Ì ùXÃ Ç
¿'1 ùUÂ¿ Ì À ÍÖ»	Ì | | ¼ ¿ZÀ¬Ã ~�¿Xõ�À ¼ õ ö ¿&| ~�Ã Í Â¤À¬Â Ã Ì Ã9�lÀ¬Î�¿ ö Ã ¼�Ì | » õ ú/�

Æ Î�¿ »Q½ ÷	Ã	õ¬Â À�Î Ï ù »QÌäö ¿v~ » õ »	½ ½ ¿ ½ Â��=¿&| ¿'1 ùUÂ¿ Ì À ½ú�ö�ú�¼�Í Â Ì ÷�À�Î�¿;|�Ã Ï¨» Â Ì 3ðÃ/õZ| » À »�5
|�¿=ùXÃ Ï ~#Ã Í Â À�ÂÃ Ì Ï ¿UÀ¬Î�Ãm| »QÌ | » ~{~ ½ú Â Ì ÷�À¬¿=ù7Î Ì Â } ¼ ¿ Í |�¿	�/¿ ½ Ã9~�¿&| Â Ì + /-, �ðÃ/õ/~ » õ »	½¤Ç
½ ¿ ½ Â�� » À�ÂÃ Ì Ã9� »�Í Ã ½ �	¿Xõ �ðÃ	õ Í Â Ï ¼�½» À�ÂÃ Ì Ã7� < Ã�� Í Â Ì ~�Ã	õ¬Ã ¼�Í Ï ¿&|�Â »�� � Ì Ã	À�Î�¿=õM~�Ã ÍHÇ
Í Â ö Â ½ Â À ú Â Í À�Ã ¼�Í ¿ » ù ½»/Í�Í Â ù »Q½ |�Ã Ï¨» Â Ì |�¿=ùUÃ Ï ~#Ã Í Â À�ÂÃ Ì |�Â Í ùUõ¬¿UÀ�Â�� » À�ÂÃ Ì 3 Í ¿=¿ + ø-,�»QÌ |
õ�¿	�ð¿Xõ¬¿ Ì ùX¿ Í ÷	Â��	¿ Ì Â Ì À�Î�Â Í ~ » ~#¿=õ 5U�

Æ Î�¿ Í Â Ï ¼�½» À�ÂÃ Ì õ¬¿ Í�¼�½ À Í ÷	Â��	¿R�/¿Xõ ú ÷	Ã�Ãm| » ÷/õ�¿=¿ Ï ¿ Ì À �ÖÂ À�Î1À�Î�¿ Ï ¿ »	Í�¼ õ¬¿&|±Ã Ì ¿ Í
Â[��À�Î�¿ » | ��¼�Í À�¿D|äÎ�¿ » À%ùUÃ Ì | ¼ ù�À¬Â���Â À ú ùXÃ-¿�1 ùUÂ¿ Ì À k �ðÃ/õ %�� 8 Â Í ùUÃ Ì#Í Â |�¿Xõ¬¿&| �� Ã	õ ½ » õ¬÷	¿
Ì-¼�Ï ö ¿Xõ Í Ã7�m�ÖÂõ�¿ Í Â Ì À�Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿�3 Ï Ã/õ�¿�À�Î »	Ì � É�5 � Ã Ì ¿%ù »	ÌZ» �/Ã	Â |+À�Î�¿%ùXÃ Ì�Í Â |�¿Xõ » À¬Â Ã Ì
Ã7�
À�Î�¿ � » ùUÀ�Ã/õ F 3 Í Â Ì ùU¿ F ≈ 1

5Ö»QÌ | ¼�Í ¿ À�Î�¿äùUÃ�¿'1 ùXÂ ¿ Ì À k Ã7� %�� 8 Ï¨» À�¿Xõ¬Â »Q½º� � Ì
À�Î�¿ Ã	À�Î�¿=õ�Î »	Ì | � Â��9À�Î�¿ Í Â��X¿¨Ã9� �ÖÂ õ¬¿ Í �ÖÂ À�Î�Â Ì À¬Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿ Î » �	¿ ½ » õ¬÷	¿/|�¿&��Â » À�ÂÃ Ì�Í
�ðõ�Ã Ï ¿ » ù7Î�Ã	À�Î�¿=õ � À�Î�¿H} ¼�»	½ Â À ú Ã7� � ½½ Â Ì ÷ À�Î�¿ ö�¼�Ì | ½ ¿ ö�ú À�Î�¿M�ÖÂõ�¿ Í ù »QÌ�ö ¿ ��Ã/õ Í ¿ �
��Ì�ÍH¼ ù7Î »îÍ Â À ¼�» À�ÂÃ Ì � À�Î�¿ � » ù�À¬Ã	õ F »	Ì |±À�Î�¿ Ï Â���¿&|1Î�¿ » À�ùUÃ Ì | ¼ ù�À¬Â���Â À ú Ã9� » Âõ »QÌ |
%�� 8 Ï®¼�Í À ö ¿ ¼�Í ¿&| �

- 5�� ����� ��� ����� � �!2

Æ Î�Â Í ��Ã/õ�Á � »/ÍªÍ�¼ ~{~�Ã	õ�À�¿&| ö�ú À�Î�¿ � ÷/¿ Ì ù ú �ðÃ	õ ��Ì À�¿Xõ Ì�» À�ÂÃ Ì�»	½l� ùUÂ¿ Ì ùU¿ »	Ì | Æ ¿(ù7Î Ç
Ì Ã ½ Ã	÷ ú � ¿	�	¿ ½ ÃA~ Ï ¿ Ì À % õ¬Ã	÷/õ »	ÏäÏ ¿ Í Â Ì�� Â¤À¬Î ¼#»QÌ Â » �ÖÂ À�Î�Â Ì À�Î�¿ �%�"�ª��� � % õ¬Ã � ¿(ù�À
�
	 Ë��	ø�Ä � %�Æ 8 � �9�3��� »QÌ | ö�ú À¬Î�¿ � Â¤À¬Î ¼#»QÌ Â »QÌ � À » À�¿ � ùUÂ¿ Ì ùX¿ »QÌ | � À ¼ |�Â¿ Í� Ã ¼�Ì�Ç
| » À¬Â Ã Ì �ÖÂ¤À¬Î�Â Ì À�Î�¿_~�õ¬Ã � ¿(ù�À�Ã Ìî��ÇýÉ/Ë��	ÊQÉ	É 9�=��½ Ã ö�»Q½ Ã9~�À¬Â Ï Â�� » À�ÂÃ Ì Ã9��ùUÃ Ï ~ ½ ¿'� Í�ú�Í�Ç
À�¿ Ï¨ÍÖ¼#Í Â Ì ÷�Î�Â÷	Î ~#¿=õ��ðÃ/õ Ï¨»QÌ ùU¿EùUÃ Ï ~ ¼ À�Â Ì ÷ »QÌ | �Z�Ö��� À�¿=ù7Î Ì Ã ½ Ã	÷/Â ¿ Í�Q�

� � � � s � q_x � �
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