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�
Ô£Õ�Ä	Ò ¸£Ö�×	Ø#Ù�Ú	Û�Ü'Ù�Ý@Þ�ßEà�á¾ßµâ,Þ

��½9ãT½TÒÊ	½9Ë�ä�ã�»¡É	Á�½T¿åÇ�æ�È�ç;Ñ'Ñ'æ�è�¿¡½TÊ�ÒÓÀE½@Ë�é�½TÁ�¿ · Ä;¿¡Åêæ�È�ç	Ñ	Ñ'ë

ìîí¾ïTð9ñ�ò�ó;ð	ô A D C�õ	ö�C5÷�C F ø ö�C5÷�C J ö =³DùG ÷�ú	C5û�ü ø C�ú ø ü�÷�ü@ýåC�õ�ü@þºÿ = ü F û�ü9þ�� ø�G ü F ÷��9C F C³ö JTø C�ú� ÿêû J ö G ü��'÷ GIF ø C��Tö J þ ø ö JTF ÷��ü9ö�ýå÷�	�
,ü9ö"C� J ýåõ'þIC����§Cå÷ ø ��ú;ÿ = ü F û�ü@þ�� ø�G ü F ÷7ü�� ø�D C�� JTF,H C¡þ
ø ö JTF ÷��ü9ö�ý�� Gºø�D ø�D C��ü@þIþIü�� G F ��� J9=³ø ü9ö G���JTø�G ü F õ	ö�ü@õ�C¡ö ø�G C5÷��

Hν [h](x) = Hµ[f ](x)Hµ+ν [g](x), Hν+m[h](x) = x
−νHν+m[f ](x)Hν [g](x),

Hν [h](x) = x
−νHµ[f ](x)Hµ[g](x), Hµ[h](x) = x

−νHν [f ](x)Hµ[g](x),

� D C¡ö�C
Hν [f ](x) G ÷ ø�D C�� JTF,H C5þ ø ö J9F ÷��Óü9ö�ý�	��§ü F ú Gºø�G ü F ÷��ü9ö ø�D CBC� G ÷ ø C F,= C�ü�� ø�D C = ü F Q

÷ ø ö�� =¡ø C�ú{õ�ü9þºÿ = ü F û�ü@þ�� ø�G ü F ÷ J ö�C��ü�� F ú 	§A D C�ö�C¡÷!�,þ ø ÷�ü"� ø�D,G ÷åö�C5÷�C J ö =³D.J ö�C J õ,õ'þ G C5ú#�ÓüTö
÷�ü9þIû J � G þ GIø ÿêü��%$�&('1÷ J9F ú*)�&('1÷ � ÿ ø�D C�ýåC ø�D ü;úêü"� GIF ø C��9ö J þ ø ö JTF ÷��ÓüTö�ýå÷�	#A D Cåú	C¡ö G û�C�ú
= ü F ÷ ø ö�� =¡ø�G ü F ÷ J þIþ ü��+�,÷ ø ü ÷�ü9þ û@C�û J ö G ü��,÷ F ü F � F,G �ü9ö�ýjC�,-� JRø�G ü F ÷�	
.0/21436587"9;:�< GIF ø C��9ö J þ ø ö JTF ÷��ÓüTö�ýå÷�� = ü F û�ü@þ�� ø�G ü F �=� JTF,H C5þ ø ö JTF ÷��ÓüTö�ý��>$�&?'@�A)B&?'

CED0FAGIH8J K?LNM6O�HQP�KIG
��Ì�½SR"Ä2T�Ã	½ ¸ »³¿5ÄUT�ÀWV É	¿¡Õ�ÒÓÀ »³Ì�½îÕ�É'ÀE»B½YX�»³½�T�ÀEÒÊ	½ ¸ ÅùÀ�» · Ë�Ò½9Ë.Ä;¿¡½9Ä�ÉUV�»¡Ì�½�»³Ì�½9É	¿¡Å�É2V
� ½@À³À³½ ¸ »³¿5ÄUT�ÀWV É	¿¡Õ�ÀT����Ì�ÒÓÀ�»³¿5ÄUT#À�V É'¿³Õ]ÒÀ · À³½9Ë »¡ÉêÀ³É ¸ Ê	½BÕ�ÄUT�Å[Z�¿¡É	Á ¸ ½TÕ�À7É2V�Õ�Ä »³Ì�½RÔ
Õ�Ä;»³ÒÓãTÄ ¸ Z�Ì�Å�À³ÒÓãTÀ9���µ»7ÒÀ�Ë�½"\ T�½@Ë�Á�Åê»³Ì�½åÒ]T,»³½TÂ'¿¡Ä ¸

Fν(u) = Hν [f ](u) =

∞
∫

0

f(t)tJν(ut) dt , x ∈ R+ , ^ Ç	�Ç�_

` Ì�½T¿¡½
Jν(z)

ÒÀ�»¡Ì�½B��½9À¡ÀE½ ¸ V · T�ãR»³ÒÉ2T ÉUV§»³Ì�½�\#¿¡ÀE»�Ã,Ò]T�Ë ÉUV§É	¿5Ë�½T¿
ν

È
Re ν > −1/2

�
ayÒ »¡Ì�»³Ì�½*Ì�½ ¸ ZîÉ2V�»¡Ì�½*Ë�½Y\ T�Ò »³ÒÉ2TêÉUVbZ#É ¸ Å�ãTÉ2T�Ê	É ¸ · »¡Ò É=T1È;É'¿%Â	½�T�½T¿5Ä ¸ Ò]cT½9Ë�ãTÉ2T�Ê	É ¸ · Ô

»³ÒÉ2T1È ` ½"ã9ÄUTîãTÉ2T�ÀE»³¿ · ã�»�Ê Ä	¿³ÒÉ · À@Z#É ¸ Å�ãRÉ=T�Ê	É ¸· »¡Ò É=T�À¾Â	½�T�½T¿5Ä »¡½9Ë Á�Å°»¡¿¡Ä2T�À�V É'¿³Õ ^ Ç'� Çd_��
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��Ì�ÒÀ�Ë�½Y\ T�Ò »³ÒÉ2T ` Ä	ÀI\�¿5À�»�Ò]T'»¡¿³É�Ë · ãR½9Ë�Á�Å��°� �B�	�åÄ	Ã�Òã5Ì�½9Ê�Ò TfÇ�
'ë,Ï� ���µ����Ì�ÒÓÀ�ÒÀ�»¡Ì�½
Ã	½TÅ�Ë�½Y\ T�Ò »¡Ò É=T É2Vk»¡Ì�½�Z�¿¡½9À³½"T,»�¿³½@ÀE½@Ä;¿5ã5Ì1�

���	��������������� �"!��1½T»
A1

È
A2

Ä2T�Ë
A3

Á#½�É2Z�½T¿5Ä »¡É	¿5ÀT�,��Ì�½ Â	½"T�½T¿5Ä ¸ Ò c9½9Ë�ãRÉ=T�Ê	É ¸· »¡Ò É=T
ÉUVEV · T�ãR»³ÒÉ2T

f(t)
Ä2T�Ë

g(t)
È · T�Ë�½9¿

A1
È
A2

È
A3

È ` Ò »³Ì ` ½9Ò Â'Ì'»¡½9Ë[V · T#ã�»³ÒÉ2T
α(x)

ÈÎÒÓÀ
»³Ì�½(V · T�ã�»¡Ò É=T

h(t)
Ë�½"T�É;»³½@Ë�Á�Å (

fA1

α∗ gA2

)

A3

(t)
V É'¿ ` Ì�ÒÓã5Ì�»³Ì�½(V É ¸ ¸ É ` Ò]T�Â�V¥Ä	ãR»³É	¿³Ô

Ò c@Ä »³ÒÉ2T[Z�¿¡É2Z�½T¿³»�Å�ÒÀ7Ê�Ä ¸ ÒÓË Ö

(A3h)(x) = A3

[

(

fA1

α∗ gA2

)

A3

]

(x) = α(x)(A1f)(x)(A2g)(x).

�!T ã9Ä	À³½
ÉUV,»³Ì�½IR"ÄUT�Ã	½ ¸ »¡¿¡Ä2T�ÀWV É	¿¡Õ ` ½�Ë�½"T�É	»³½@Z�É ¸ Å�ãRÉ2T�Ê'É ¸· »³ÒÉ2T*Á,Å (

fµ
α∗ gη

)

ν
(t)Ò�V¾Ò »"À¡Ä »¡ÒÀW\�½@À�»³Ì�½�V¥Ä'ã�»³É'¿³Ò]c9Ä;»³ÒÉ2T*Z�¿³É=Z#½9¿E»�Å

Hν [h](x) = Hν

[(

fµ
α∗ gη

)

ν

]

(x) = xαHµ[f ](x)Hη [g](x).

��Ì�½ùã ¸ Ä'À³À³Òã9Ä ¸ ãRÉ2T�Ê'É ¸· »³ÒÉ2T ÉUVå»¡Ì�½ R"ÄUT�Ã	½ ¸ »³¿5ÄUT#À�V É'¿³Õ ` Ä'À \�¿5ÀE»�Ò]T'»¡¿³É�Ë · ãR½9Ë
Á,Å$#%Ä�� ���&%�Ì�Ò »¡É	Õ�Ò ¿5À³Ã,ÒÒ�Ò T Ç�
,æ	æ$�Ç9ë��µ�
�!TOÇ'
	ë�Ï �°� �B���åÄ	Ã,ÒÓã5Ì�½9ÊfãTÉ2T�ÀE»³¿ · ãR»³½9Ë.»³Ì�ÒÓÀ
ãRÉ2T�Ê'É ¸· »³ÒÉ2T ` Ò »¡Ì Ì�½ ¸ Z É2V§Ë�½"\ T�Ò »³ÒÉ2T$� �(�µ�

��Ì�½ ½YX>Z ¸ ÒãTÒ »7½"X8Z�¿³½@À³À³Ò É=TêÉ2V}»¡Ì�ÒÀ�ãTÉ2T�Ê	É ¸ · »³ÒÉ2TêÒÓÀ

(

fν
−ν∗ gν

)

ν
(t) =

tν

2ν
√
πΓ (ν + 1/2)

π
∫

0

sin2ν s ds

∞
∫

0

f(τ)

× g
(√

t2 + τ2 − 2tτ cos s
)

(t2 + τ2 − 2tτ cos s)
ν/2

τν+1 dτ .

��Ì�½6R"Ä2T�Ã	½ ¸ »³¿5ÄUT#À�V É'¿³Õ�ÒÀ�»³Ì�½*)�½ ¸¸ Ò]TêãRÉ=T�Ê	É ¸· »¡Ò É=T°»�Å8Z�½�»³¿5ÄUT�ÀWV É	¿¡Õ �	��Ì�½9¿³½"Ä	¿³½
Õ�Ä2T�Å ` É	¿¡Ã�ÀTÈ ` Ì�ÒÓã5ÌêÄ;¿¡½*Ë�½9Ê	É	»³½9Ë�»³É�ÀE» · Ë�Å�ÉUVÎ»¡Ì�½9À³½"»¡¿¡Ä2T�ÀWV É	¿¡Õ�À ÄUT�Ë�»³Ì�½9Ò ¿�ãRÉ=T�Ê	É;Ô
¸ · »¡Ò É=T�À ^ ÀE½9½	È8V É	¿"½YX�Ä;Õ�Z ¸ ½	È+�IÏ,È1Ç@Ð�È1Ç@æ�� _R����T · Õ°Á�½T¿�É2V¾ãTÉ2T�Ê	É ¸ · »³ÒÉ2T�ãTÉ2T�ÀE»³¿ · ãR»³ÒÉ2T�À
Ò T�Ê	É ¸ Ê�Ò]T�Âî»¡Ì�½ R"Ä2T�Ã	½ ¸ »³¿5ÄUT�ÀWV É	¿¡Õ ` Ä'À�Ë�½T¿¡Ò Ê'½9Ë�Á�Å��°� ,�� ��Ì�Ä	É�ÄUT�Ëù�B� � � ,�Ä;Ò��Ç@ç'�µ�
¹�É	Õ�½ Z�É ¸ Å�ãRÉ2T�Ê'É ¸· »³ÒÉ2T�À�É'Á�»¡Ä	Ò T�½9Ë Á�Åê»¡Ì�½°Ä · »³Ì�É'¿ ` Ò »¡Ì�»³Ì�½BÌ�½ ¸ Z�ÉUV�Ä2T�ÄUZQZ�¿¡É'Ä'ã5Ì
Á,Åê�°� �B�-�åÄ	Ã�Òã5Ì�½9Ê ` ½9¿³½�Â	ÒÊ	½�T�Ò]T$� 
(�£�

.?D�/10325462BG32�J	798 P;:+2BL=<#KIG&>IK&8WM H>PWK%G*? K&@BAC7 G*D�2�8E/ J"7EG*?�@�K@J	F
��Ì�½�Z#É ¸ Å�ãTÉ2T�Ê	É ¸ · »¡Ò É=T�À ` Ò »¡Ì�»¡Ì�½�V¥Ä	ãR»³É'¿³Ò]c9Ä;»³ÒÉ2T Z�¿³É=Z#½9¿E»¡Ò ½@À

Hν [h](x) = x−νHµ[f ](x)Hµ[g](x), Hµ[h](x) = x−νHν [f ](x)Hµ[g](x). ^ ç��Ç�_
` ½9¿³½ Ò]T'»¡¿³É�Ë · ãR½9Ë�Ò]T1� Æ(�µ���1½T» · À�ãRÉ=T�À³ÒË�½9¿�»³Ì�½�V · T�ã�»¡Ò É=T�À



� �R�p�R�³�;¦���� �#±��;¦����S¢¥�;����E���������µ²;�¡� ¦����³� �� �R� ����B�;��¨î�ª���R¢ª�����	��¦ ¢¥¤¡�;�S¢¥�;��nç	æ

h1(t) = t−ν

∫ ∫

|u−v|<t<u+v

uνf(u)g(v)P1(t;u, v) du dv

− t−ν

∞
∫

0

du

t−u
∫

0

uνf(u)g(v)Q1(t;u, v) dv, ^ ç�� ç=_

h2(t) = tν−1

∞
∫

0

dv

t+v
∫

|t−v|

u−ν+1f(u)g(v)P2(t;u, v) du

− tν−1

∞
∫

0

dv

∞
∫

t+v

u−ν+1f(u)g(v)Q2(t;u, v) du , ^ ç�� ÐA_

` Ì�½T¿¡½

Pi(t;u, v) =
1√
2π
vν P

1/2−ν
µ−1/2 (cos si) sinν−1/2 si , ^ ç�� ÆA_

Qi(t;u, v) =

√
2

π3/2
sin

[

(µ− ν)π
]

e
(2ν−1)π

2i vν Q
1/2−ν
µ−1/2(ch ri) shν−1/2 ri , ^ ç��ºæ2_

i = 1, 2 , P ν
µ (x) , Qν

µ(x)
Ä;¿¡½"»¡Ì�½åÄ	À¡ÀEÉ�ãTÒÄ;»³½9Ëê�1½TÂ'½"T�Ë�¿³½NV · T�ãR»³ÒÉ2T�À�É2Vk»³Ì�½N\#¿¡ÀE»7ÄUT�Ë

ÀE½@ãRÉ2T#ËêÃ�Ò]T�ËÎÈ�¿¡½9À Z#½@ã�»¡Ò Ê'½ ¸ Å	È�ÄUT�Ë

2uv cos s1 = u2 + v2 − t2 , 2uvch r1 = t2 − u2 − v2 ,

2tv cos s2 = t2 + v2 − u2 , 2tvch r2 = u2 − t2 − v2 .

	 É2T�À³ÒË�½T¿�»¡Ì�½NV É ¸¸ É ` Ò]T�ÂB»¡Ì�½TÉ'¿³½9Õ�À ` Ì�ÒÓã5ÌSZ�¿¡½9À³½"T,» »³Ì�½ ãRÉ=T�Ë�Ò »³ÒÉ2T�À ÉUVk½"X�ÒÀE»³½�T�ãR½
ÉUV Z#É ¸ Å�ãRÉ=T�Ê	É ¸· »¡Ò É=T�À ^ ç��ºç2_�ÄUT#Ë ^ ç�� Ð=_R�

����� ñ ���� ô ´��@�	����T� � ���;� √

tf(t) ,
√
tg(t) ∈ L(0, ∞)

�;��¨
Re ν > 1/2

®
Re µ > (2Re ν − 3)/4

� �p���T� � ���"������¤T�S¢¥�;�
h1(t)

���'¢Ó5�S��;��¨��ª���7�R� ¦ª¦���
¢ª�,² �R�'¤��
�µ�;��¢��9�;�S¢¥�;�ù�¡�R¦ �;�S¢¥�;��¢Óå± � ¦I¢¥¨ �

Hν [h1](x) = x−νHµ[f ](x)Hµ[g](x) .

«��³�@��� �Z�µ»7ÒÓÀ ` ½ ¸ ¸ Ã8T�É ` T�»³Ì�Ä;» � Ç@Ñ��

∞
∫

0

x1−νJν(xt)Jµ(xu)Jµ(xv) dx = I, ^ ç�� ëA_

` Ì�½T¿¡½
Re µ > −1 , Re ν > −1/2 ,

I =



























0, 0 < t < |u− v| , u, v > 0 ,

uν−1

vtν
P1(t;u, v) , |u− v| < t < u+ v , u, v > 0 ,

−u
ν−1

vtν
Q1(t;u, v) , t > u+ v , u, v > 0
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ÄUT�Ë »³Ì�½ V · T�ã�»¡Ò É=T�À
P1(t;u, v)

Ä2T�Ë
Q1(t;u, v)

Ä;¿¡½fË�½Y\ T�½@Ë Á,Å ¿³½ ¸ Ä;»³ÒÉ2T�À ^ ç�� ÆA_
ÄUT�Ë ^ ç�� æ=_�È�¿¡½9À Z#½@ã�»¡Ò Ê'½ ¸ Å	�

�"À³Ò T�Âî»³Ì�½°Ä'ÀEÅ�Õ�Z�»¡É;»³ÒÓãå½"X8Z#ÄUT�À³Ò É=T ÉUV���½9À¡ÀE½ ¸ V · T�ãR»³ÒÉ2T�À*ÉUV¾»³Ì�½�\�¿5À�»"Ã�Ò]T�Ë ^ ÀE½9½	È
V É	¿�½YX�Ä;Õ�Z ¸ ½	È � Ç � _RÈ ` ½ ãTÄUT�½9Ä	À³Ò ¸ Å�À³Ì�É ` »³Ì�Ä;»*»¡Ì�½T¿¡½°½"X�ÒÓÀE»¡À ÄSZ�É'À³Ò »¡Ò Ê'½�T · Õ�Á#½9¿

C1Ò T�Ë�½"Z�½"T�Ë�½�T,»7ÉUV
t ∈ (0,∞)

À · ã5Ì�»³Ì�Ä;»

|
√
tJν(t)| < C1, ∀t ∈ (0,∞) ^ ç��ºÏ2_

ÄUT�Ë
t−νJν(t) ∈ L(0, ∞)

È>V É'¿
Re ν > 1/2

����Ì�½T¿¡½YV É'¿³½'È

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N
∫

0

x1−νJν(xt)Jµ(xu)Jµ(xv) dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C2
1√
uv

N
∫

0

∣

∣

∣

∣

x−νJν(xt)

∣

∣

∣

∣

dx

≤ C2
1 t

Re ν−1

√
uv

∞
∫

0

∣

∣

∣

∣

x−νJν(x)

∣

∣

∣

∣

dx ≤ C tRe ν−1

√
uv

,

^ ç�� �=_

` Ì�½T¿¡½
C

ÒÓÀ�Ò T#Ë�½"Z�½"T�Ë�½"T,»"ÉUV
t, u, v

Ä2T�Ë
N

�
¹�Ò T#ãR½ √

tf(t) ,
√
tg(t) ∈ L(0, ∞)

È ` ½ É	Á�»¡Ä;Ò]T

|h1(t)| ≤ C tRe ν−1

∞
∫

0

∞
∫

0

√
uvf(u)g(v) du dv <∞ . ^ ç�� 
=_

��Ì · ÀTÈ§»³Ì�½ V · T�ã�»¡Ò É=T
h1(t)

Ë�½Y\ T�½9ËtÁ,Å ½YX>Z�¿¡½9À¡ÀEÒÉ2T ^ ç��ºç2_°½YX�ÒÓÀ�»5ÀT���k½R» · À�T�É `Z�¿³É Ê'½ »³Ì�½ùÊ Ä ¸ ÒË�Ò »�Å ÉUV�V¥Ä	ãR»³É'¿³Ò]c9Ä;»³ÒÉ2T ¿³½ ¸ Ä;»³ÒÉ2T ^ ç��Ç�_�� �µ» V É ¸ ¸ É ` À�V ¿¡É	Õ ^ ç�� �A_�ÄUT�Ë
^ ç�� 
=_B»³Ì#Ä »�»³Ì�½��k½TÁ�½9À³Â · ½�»³Ì�½TÉ	¿¡½TÕ É=T »¡Ì�½�ãRÉ2T�Ê'½T¿¡Â	½"T#ãR½ · T�Ë�½T¿ »¡Ì�½�ÀEÒÂ2T ÉUV7»¡Ì�½
Ò T,»³½9Â	¿5Ä ¸ ÒÓÀ7ÄUZQZ ¸ ÒÓãTÄ	Á ¸ ½ Ò]T É · ¿�ãTÄ'ÀE½åÄ2T�Ë

h1(t) =

∞
∫

0

∞
∫

0

uvf(u)g(v)

∞
∫

0

x1−νJν(xt)Jµ(xu)Jµ(xv) dx du dv

=

∞
∫

0

xJν(xt)x−νHµ[f ](x)Hµ[g](x) dx . ^ ç�� Ç@Ñ=_

R7½T¿¡½ ` ½�Ì�Ä�Ê	½"Ä ¸ À³É · ÀE½@Ë�»³Ì�½"»¡Ì�½TÉ'¿³½9Õ~É=T�»³Ì�½�½"X�ÒÀE»³½�T�ãR½*ÉUV1»¡Ì�½�R*ÄUT�Ã'½ ¸ »³¿5ÄUT�ÀWV É	¿¡Õ
ÉUV1»¡Ì�½�V · T�ã�»¡Ò É=T

f(t)
Á�½ ¸ É2T�Â'Ò T�Â°»¡É

L(0, ∞) ` Ò »³Ì ` ½TÒÂ	Ì,» √
t ^ À³½T½��Ç9Ð�� _����µ»�ÒÓÀ ` ½ ¸¸

ÃAT�É ` Tê»¡Ì�Ä »

Hµ[f ](x) = O(xµ) , x → +0 ,V É	¿ √
tf(t)

Á�½ ¸ É2T�Â'Ò T�Â »¡É
L(0, ∞) ^ À³½T½� ë�� _�����Ì�½9¿³½"V É	¿¡½	È

H(x) = x−νHµ[f ](x)Hµ[g](x) = O(x2µ−ν ) , x→ +0 . ^ ç��Ç	Çd_
äNTf»³Ì�½îÉ	»³Ì�½9¿°Ì�Ä2T�ËÎÈ§ÄUZQZ ¸ Å�Ò T�Â�Ò T�½�� · Ä ¸ Ò »�Å ^ ç��ºÏ2_åÄUT#Ë�»5Ä;Ã�Ò]T�Â √

tf(t) ∈ L(0, ∞)Ò T,»³É�Ä'ãTãRÉ · T,»9È ` ½ É	Á�»5Ä;Ò]T



� �R�p�R�³�;¦���� �#±��;¦����S¢¥�;����E���������µ²;�¡� ¦����³� �� �R� ����B�;��¨î�ª���R¢ª�����	��¦ ¢¥¤¡�;�S¢¥�;��nç'Ï

∣

∣

∣

∣

Hµ[f ](x)

∣

∣

∣

∣

≤ 1√
x

∞
∫

0

∣

∣

∣

∣

√
tf(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√
xtJµ(xt)

∣

∣

∣

∣

dt ≤ C1√
x
, x ∈ (0,∞) ,

` Ì�½T¿¡½
C1

ÒÓÀ�Ò]T�Ë�½�Z#½�T�Ë�½"T,»7É2V
x

Ä2T�Ë
µ

�
¹�Ò Õ�Ò ¸ Ä	¿ ¸ Å	È

Hµ[g](x) = O(x−1/2)
�p��Ì · À9È

H(x) = O(x−ν−1)
V É	¿ Ä ¸¸ x ∈ R+

�
�!T[Z#Ä;¿³»³ÒÓã ·�¸ Ä;¿@È

H(x) = O(x−ν−1) , x → +∞ . ^ ç��Ç@ç=_
��Ì�½T¿¡½YV É'¿³½'È-V É	¿

Re ν > 1/2
ÄUT�Ë

Re µ > (2Re ν− 3)/4,
Ò »�V É ¸¸ É ` À V ¿³É'Õ ^ ç��Ç	Çd_

ÄUT�Ë ^ ç��Ç@ç2_p»³Ì�Ä;» √
xH(x) ∈ L(0, ∞)

è"V É'¿³Õ ·�¸ Ä ^ ç��Ç9ÑA_pãTÄ2TåÁ#½ ¿³½ ` ¿³Ò »E»¡½"TBÄ	À
h1(t) =

H−1
ν [H(x)](t)

�
é · ¿³»³Ì�½9¿9È'ÄUZQZ ¸ Å�Ò T�Âå»³Ì�½7»³Ì�½9É	¿¡½TÕ~É2T�»³Ì�½7Ò T�Ê'½T¿5ÀEÒÉ2T�ÉUVp»¡Ì�½6R"Ä2T�Ã	½ ¸ »¡¿¡Ä2T�À�V É'¿³Õ|Ò T

»³Ì�½°ã ¸ Ä'À³À
L(0, ∞) ` Ò »³Ì ` ½TÒÂ	Ì,» √

x ^ ÀE½9½� Ç@Ð�� _RÈ ` ½BãTÄ2T ` ¿¡Ò »³½ »³Ì�½�V · T�ãR»³ÒÉ2T
H(x)Ä	À�V É ¸¸ É ` À Ö

H(x) = Hν [h1(t)](x) . ^ ç�� Ç@Ð=_
é�É	¿¡Õ ·�¸ Ä'À ^ ç�� Ç'Ç�_"ÄUT�Ë ^ ç��Ç9ÐA_�Å�Ò½ ¸ Ë V¥Ä	ãR»³É	¿¡Ò]c9Ä »¡Ò É=T�¿¡½ ¸ Ä »³ÒÉ2T ^ ç��Ç�_R�p��Ì�½°»¡Ì�½TÉ'¿³½9Õ]ÒÓÀ
Z�¿³É Ê'½9ËÎ�

�

��Ì�½�V É ¸¸ É ` Ò]T�Â�Ä	À¡ÀE½9¿E»¡Ò É=T�ã9ÄUT Á#½�Z�¿¡É Ê	½@ËîÒ]T�Ä À³ÒÕ Ò ¸ Ä;¿ ` Ä�Å	�


����� ñ ���� ô ´��@�	����T� � ���;� √
tf(t) ,

√
tg(t) ∈ L(0, ∞)

�;��¨
Re ν > 1/2

®
Re µ > Re ν − 1

���p���T� � ����������¤T�S¢¥�;�
h2(t)

���'¢Ó��¥�� �p¨ � �����R� ¦ª¦ � �
¢ª�,² �R�'¤R��� � �
¢��9�;�S¢¥�;�ù�¡�R¦ �;�S¢¥�;��¢Óå± � ¦I¢¥¨

Hµ[h2](x) = x−νHµ[f ](x)Hµ[g](x) . ^ ç�� Ç9ÆA_
��Ì�½åÉ;»¡Ì�½T¿7ãTÉ2T�Ê	É ¸ · »¡Ò É=T�ãTÉ2T�ÀE»³¿ · ã�»¡Ò É=T Â	½"T�½T¿5Ä »³½@ËîÁ�Åî»¡Ì�½�R*ÄUT�Ã'½ ¸ »³¿5ÄUT#À�V É'¿³ÕbÒÓÀ

»³Ì�½�Z�É ¸ Å�ãRÉ2T�Ê'É ¸· »³ÒÉ2T ` Ò »¡Ì�»¡Ì�½�V¥Ä	ãR»³É'¿³Ò]c9Ä;»³ÒÉ2T Z�¿³É=Z#½9¿E»�Å

Hν+m[h](x) = x−νHν+m[f ](x)Hν [g](x). ^ ç�� Ç�æ2_
�!T�»¡Ì�ÒÓÀ7ãTÄ'ÀE½ ` ½�Z�¿³É Ê'½7»³Ì�½�V É ¸¸ É ` Ò]T�Â »³Ì�½9É	¿¡½TÕ �ºæ'�µ�


����� ñ ���� ô ´��@�	����T��� ��� � √
tf(t) ,

√
tg(t) ∈ L(0, ∞)

®
g(t)

¢ÓB� ��� ¤5� �#�S¢ª��������
������¤T�S¢¥�;� �
¢ª� �Y���5� ����¨	�5¨ ±��;��¢¥� �£¢¥� �j� � �;��¬.¢ª�#�µ�T��±��;¦

(0, R)
�;��¨

Re ν > 1/2
�

�����R�ù�ª������� ¦ ¬	¤¡�;��± � ¦����£¢¥� �

h(t) =
2ν−1tνm!Γ (ν)

πΓ (2ν +m)

π
∫

0

Cν
m(cos s) sin2ν s

×
∞
∫

0

f(τ)
g(
√
t2 + τ2 − 2tτ cos s)

(t2 + τ2 − 2tτ cos s)
ν
2
τν+1 dτ ,

� �'¢Ó��¥�� ��¨ �R�'¤R��� ��¢��@�;�S¢¥�;� �³�T¦ � �£¢¥� � ^ ç��Ç@æ=_�¢Ó�± � ¦I¢¥¨ ���°�T�³�
Cν

m(z)
¢Ó � �µ²,�R���¡� ���R�
	 

���;¦I¬ ���;��¢¥�;¦ �



ç � ������������¢ª�£±9¢ª�p�

«��³�@��� � ��Ì�½�V · T�ãR»³ÒÉ2T
H(x) = x−νHν+m[f ](x)Hν [g](x).

Á#½ ¸ É=T�Â'À »¡É
L(0, ∞) ` Ò »¡Ì ` ½TÒÂ	Ì,» √

t
V É	¿

Re ν > 1/2 ^ À³½T½$�ºæ'� _��%��Ì�½ Ò]T�½ � · Ä ¸ Ô
Ò »�Å

Re (ν +m) > −3/2
ÒÀ"»³¿ · ½ V É'¿ ∀m ∈ N0

ÄUT#Ë ∀ν , Re ν > 1/2
����Ì�½T¿¡½YV É'¿³½'È

»³Ì�½�V · T#ã�»³ÒÉ2T
h(t) = H−1

ν+m[H(x)](t)

½YX�ÒÀE»¡À�Ä2T�Ë
h(t)

ÒÀ�ãTÉ2T,»³Ò]T · É · À�Ä2T�Ë�Á#É · T�Ë�½@Ë V É'¿7Ä ¸¸ t ∈ R+
�Qaù½åÉ'Á�»¡Ä	Ò T

h(t) =

∞
∫

0

x1−νHν+m[f ](x)Hν [g](x)Jν+m(xt) dx

=

∞
∫

0

τf(τ)

∞
∫

0

Hν [g](x)x1−νJν+m(xt)Jν+m(xτ) dx dτ .

�µ»7ÒÀ�Ã8T�É ` T�»³Ì�Ä;» � Ç9Æ(�

Jν+m(a)Jν+m(b) =
2ν−1aνbνm!Γ (ν)

πΓ (2ν +m)

π
∫

0

Cν
m(cos s) sin2ν s

× Jν(
√
a2 + b2 − 2ab cos s)

(a2 + b2 − 2ab cos s)
ν
2

ds, Re ν > −1/2 . ^ ç��Ç9ë=_
�"À³Ò T�Â V É	¿¡Õ ·�¸ Ä ^ ç��Ç9ëA_ ` ½ \ T�Ë�½YX>Z ¸ ÒÓãRÒ »@V É	¿¡Õ ^ ç��Ç9ë=_ V É'¿
»³Ì�½ Z#É ¸ Å�ãTÉ2T�Ê	É ¸ · »¡Ò É=T

h(t)
�

��Ì�½ »³Ì�½9É	¿¡½TÕbÒÓÀ?Z�¿¡É Ê	½@ËÎ�
�

¹�É	Õ�½R»¡Ò Õ�½@À ` ½�T�½9½9Ë�»³É�Ò]T'»¡¿³É�Ë · ãR½�»³Ì�½BË�Ò��p½T¿¡½"T,»³ÒÓÄ ¸ É2Z�½T¿5Ä »³É'¿¡À �ºç��

Nm,ν = tν
(

d

t dt

)m

tm−ν , Sk
m,ν = [Nm,−νNm,ν+m]k , ^ ç�� Ç ÏU_

` Ì�Òã5Ì Ä ¸¸ É ` · À »¡É \ T�Ëî»³Ì�½åãTÉ2T�Ë�Ò »³ÒÉ2T#À%É2V1½YX�ÒÀE»³½�T�ãR½�ÉUV1Â'½"T�½9¿¡Ä ¸ Ò]cT½@Ë�ãRÉ=T,Ê'É ¸· »³ÒÉ2T#ÀT�
��Ì�½9À³½ É2Z�½T¿5Ä »³É'¿¡ÀIZ�É'À¡ÀE½@À³À�»¡Ì�½�V É ¸¸ É ` Ò]T�Â Z�¿¡É2Z�½T¿³»³Ò½9À Ö

Ä=_
Sk

m,ν = Sk
m,−ν = Skm,ν ,

` Ì�½T¿¡½
Sn,ν = S1

n,ν = Sn
1,ν =

[

d2

dt2
+

1

t

d

dt
− ν2

t2

]n

.

Á�_
Nm,±ν+kmNm,±ν+(k−1)m...Nm,±ν+mNm,±ν = Nm(k+1),±ν+km .

�µ»�ÀEÌ�É ·�¸ Ë Á#½4T�É;»³½@Ë »³Ì�Ä;»�À³É	Õ�½�ÀWZ�½9ãTÒÄ ¸ ã9Ä	À³½9À�ÉUV »¡Ì�½9À³½�É2Z�½T¿5Ä »¡É	¿5À É�ã9ã · ¿êÒ T
»³Ì�½*Õ�Ä	Ò T�½�� · Ä »¡Ò É=T�À�É2V1Õ�Ä;»³Ì�½9Õ�Ä »³ÒÓãTÄ ¸ Z�Ì�Å�À³Òã9ÀTÈ-V É'¿ ½"X�Ä;Õ�Z ¸ ½	È	Ò]T�½ ¸ Ä	ÀE»³ÒÓãRÒ »�Å�»³Ì�½9É	¿¡Å	�
�"À³Ò T�ÂNZ�¿¡É2Z�½T¿³»³Ò½9À ^ Ä=_kÄUT�Ë ^ Á�_�È�Ò »}ÒÓÀk¿¡½9Ä'Ë�Ò ¸ Å�Ê	½9¿³Ò \�½9Ë�»¡Ì�Ä »
Ä ¸¸ ` ½ ¸ ¸ Ô£Ã8T�É ` Ë�Ò���½9¿³½�T,»³ÒÓÄ ¸
É2Z�½T¿5Ä »³É'¿¡À}¿¡½ ¸ Ä »³½@Ëå»¡É*»¡Ì�½(R"Ä2T�Ã	½ ¸ »¡¿¡Ä2T�ÀWV É	¿¡Õrã9ÄUT Á#½�½"X8Z�¿³½@À³À³½9ËåÒ]T »³½9¿³Õ�À§ÉUV

Nm,±νÄUT�Ë
Sm,ν

����Ì�½9¿³½"V É	¿¡½	È ` ½å¿³½@À�»¡¿³ÒÓã�»�É · ¿5À³½ ¸ Ê	½9À »¡É É=Z#½9¿¡Ä;»³É'¿¡À ^ ç�� Ç ÏU_R�
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¹ · ZQZ�É'À³½%»¡Ì�Ä »
Cλ(0,∞)ρ

ÒÓÀk»¡Ì�½�ÀE½T»§É2V V · T#ã�»³ÒÉ2T#À
f(t) ` Ò »³Ì�ãRÉ=T,»³Ò]T · É · À¾Ë�½9¿³ÒÊ Ä Ô

»³ÒÊ	½9À É2Tî»³Ì�½*Ò T,»³½9¿³Ê Ä ¸ (0,∞)
À · ã5Ì�»¡Ì�Ä »�»³Ì�½6V É ¸¸ É ` Ò]T�Â°Ä'ÀEÅ�Õ�Z�»¡É;»³ÒÓã7½@À�»¡Ò Õ�Ä;»³½9À Ì�É ¸ Ë

� ç(� Ö
f(t) = O

(

tλ
)

, t→ +0 , f(t) = O
(

t−ρ
)

, t→ +∞ .
é · ¿³»³Ì�½9¿9È

ρ, λ ∈ R, ρ > 3/2
Ä2T�Ë

λ > −1/2
���!T�»¡Ì�ÒÀ�ãTÄ'ÀE½ ` ½°ã9ÄUT�ãTÉ2T�ÀE»³¿ · ã�»@È

V É	¿�½YX�Ä	Õ Z ¸ ½'È�»³Ì�½�Z�É ¸ Å�ãRÉ2T�Ê'É ¸· »³ÒÉ2T ` Ò »¡Ì�»¡Ì�½�V¥Ä	ãR»³É'¿³Ò]c9Ä;»³ÒÉ2T Z�¿³É=Z#½9¿E»�Å

Hν [h](x) = Hµ[f ](x) Hµ+ν [g](x). ^ ç�� Ç'�=_

����� ñ ���� ô ´��@�	����T�°�ª��� � √

tf(t) ∈ L(0, ∞)
�;��¨

√
tN2,±(µ+ν)+2g(t) ∈ L(0, ∞), Nk,±(µ+ν)+kg(t) ∈ Cλ(0,∞)ρ,

k = 0, 1, Re µ > −1/2, Re (µ+ ν) > −1/2 + max {0,∓2},
�ª���R�ù�ª������� ¦I¬	¤5� �#±��;¦����£¢¥� �

h(t) =
2µ+νtν

π

π/2
∫

−π/2

e i(µ−ν)s cosµ+ν s

∞
∫

0

f(τ)g
(

√

2(τ2e is + t2e −is) cos s
)

×
(

τ2e is + t2e −is
)−µ+ν

2 τµ+1 dτ ds ^ ç��Ç�
A_
� �'¢Ó��¥B� �p¨"�R�'¤R��� ��¢��@�;�S¢¥�;�ù�³�T¦ �;�S¢¥�;� ^ ç��Ç��A_ ¢Óå±��;¦I¢¥¨ �

«��³�@��� � �"À³Ò]T�Âî»¡Ì�½ Ë�½Y\ T�Ò »³ÒÉ2TùÉUV%Z�É ¸ Å�ãRÉ=T,Ê'É ¸· »³ÒÉ2T�Ä2T�Ë�»¡Ì�½ Ë�½Y\ T�Ò »³ÒÉ2TùÉUV%R*ÄUT�Ã'½ ¸
»³¿5ÄUT�ÀWV É	¿¡Õ ` ½åÉ'Á�»¡Ä	Ò T

h(t) = H−1
ν [Hµ[f ](x)Hµ+ν [g](x)](t) =

∞
∫

0

Hµ[f ](x)Hµ+ν [g](x)xJν(xt) dx

=

∞
∫

0

∞
∫

0

f(τ)Hµ+ν [g](x)Jν(xt)Jµ(xτ) dx dτ dx . ^ ç��ºç;ÑA_

�1½R» · À?Z�¿³É Ê'½"»¡Ì�½å½YX�ÒÓÀ�»¡½"T�ãT½ ÉUV V · T�ã�»¡Ò É=T
h(t)

�

|h(t)| ≤
∞
∫

0

dx

∞
∫

0

|
√
τf(τ)| |

√
τxJµ(xτ)| |

√
xtJν(tx)|

∣

∣

1√
t
Hµ+ν [g](x)

∣

∣

≤ C2
1√
t

∞
∫

0

|Hµ+ν [g](x)| dx
∞
∫

0

|
√
τf(τ)| dτ . ^ ç��ºç�Çd_

R7½T¿¡½ ` ½BÌ�Ä�Ê'½ · ÀE½@Ë Ò T�½ � · Ä ¸ Ò »�Å ^ ç��IÏU_���é · T#ã�»³ÒÉ2T
Hµ+ν [g](x)

Á�½ ¸ É2T�Â'À�»¡É
L(0, ∞)` Ò »¡Ì ` ½TÒÂ	Ì,» √

t ^ ÀE½9½E� Ð � _R����Ì�½T¿¡½YV É'¿³½'È

|h(t)| ≤ C2
1√
t
‖Hµ+ν [g](x)‖ ‖

√
τf(τ)‖ <∞, t > 0 .



Ð	Ñ ������������¢ª�£±9¢ª�p�

��Ì · ÀTÈ�»¡Ì�½�Z#É ¸ Å�ãTÉ2T�Ê	É ¸ · »¡Ò É=T
h(t)

Ë�½"\ T�½9Ë Á�Åî½"X8Z�¿³½@À³À³Ò É=T ^ ç��Ç�
=_ ½"X�ÒÓÀE»9�
�1½R» · ÀST�É ` \ T#Ë »³Ì�½�½YX>Z ¸ ÒãTÒ »*V É	¿¡Õ V É'¿�»³Ì�½ V · T�ãR»³ÒÉ2T

h(t)
� �"À³Ò]T�Â V É	¿¡Õ ·�¸ Ä

^ ç��Ç@ç�� ç,Ï��Ç9ÑA_ V ¿¡É	Õ �Ç9Ñ�� Ö

Jµ(ac)Jν(bc) =
2µ+νaµbν

π

π/2
∫

−π/2

e i(µ−ν)s cosµ+ν s [ϕ(s)]−µ−νJµ+ν(cϕ(s)) ds ,

Re (µ+ ν) > −1, a, b, c > 0

ÄUT�Ë°»³Ì�½�»¡Ì�½TÉ'¿³½9ÕjÉ2T�»³Ì�½�Ò]T,Ê'½T¿5ÀEÒÉ2T�ÉUV�»¡Ì�½ R"Ä2T�Ã	½ ¸ »³¿5ÄUT�ÀWV É	¿¡ÕjÒ T�»³Ì�½�ã ¸ Ä'À³À
L(0, ∞)` Ò »¡Ì ` ½9Ò Â'Ì,» √

x ^ À³½T½ � Ð � _RÈ ` ½BÉ	Á�»¡Ä;Ò]T »³Ì�½°½YX>Z ¸ ÒÓãRÒ »6V É	¿¡Õ ^ ç��Ç�
A_�V É	¿"»³Ì�½0Z#É ¸ Å�ãTÉ2T�Ô
Ê	É ¸· »¡Ò É=T

h(t)
�#��Ì�½ »³Ì�½9É	¿¡½TÕbÒÓÀ?Z�¿¡É Ê	½@ËÎ�

�

�?D������ 8 PWO�7 HQP�K%G K�@�� K&8	� O;K%G >%K 8WM(HQPWK%G H>K�
��� 7EG6L������
� JQK�� 8;2�F ?
��Ì�½�¿³½@À ·�¸ »5À ÉUV�»³Ì�ÒÓÀå¿¡½9À³½9Ä;¿5ã5Ì�Ä	¿³½�ÄUZ Z ¸ Ò½9Ë V É	¿�ÀEÉ ¸ Ê Ä;Á�Ò ¸ Ò »�Å�É2V7ä��*�jÄUT�Ë{¼��*�jÁ�Å
»³Ì�½ Õ�½R»¡Ì�É�ËêÉ2V}Ò]T'»¡½TÂ'¿¡Ä ¸ »¡¿¡Ä2T�À�V É'¿³Õ�À � Ç'Ç �µ����Ì�½åË�½T¿¡Ò Ê'½9ËîãTÉ2T�ÀE»³¿ · ãR»³ÒÉ2T�À�Ä ¸¸ É ` · À�»³É
ÀEÉ ¸ Ê'½*Ê Ä;¿¡ÒÉ · À?T�É=T · T�Ò V É	¿¡Õb½ � · Ä;»³ÒÉ2T�À9�

	 É2T�À³ÒË�½T¿�»³Ì�½å½�� · Ä »¡Ò É=T
∑

k

akLku(t) = f(t) , ^ Ð�� Çd_

` Ì�½T¿¡½ Lk ÒÀ�Ä É=Z#½9¿¡Ä;»³É	¿@��é�É'¿�½YX�Ä;Õ�Z ¸ ½	È

Lku(t) =
dku(t)

dtk
or Lku(t) = u(t − ωk).

��Ì�½BÀEÉ ¸ · »³ÒÉ2T ÉUVk»¡Ì�ÒÓÀ�½ � · Ä;»³ÒÉ2T ãTÄUT Á�½å¿³½�Z�¿³½@ÀE½�T,»³½9Ë�Ä	À�Ä Z�É ¸ Å�ãTÉ2T�Ê	É ¸ · »³ÒÉ2T

u(t) =
(

ϕB1

α∗ ψB2

)

A
(t) . ^ Ð��ºç2_

� ��� �"��¦ ��� � 	 É=T�À³ÒË�½9¿�»³Ì�½å½�� · Ä »¡Ò É=T ^ Ð��Ç�_ ` Ò »¡Ì »³Ì�½BË�Ò��p½T¿¡½"T,»³ÒÓÄ ¸ É=Z#½9¿¡Ä;»³É	¿5À ^ ç�� Ç ÏU_
Lkh(t) = Sk,νh(t), k = 0, 1, 2, . . . n, t ∈ R+

ÄUT�Ë*cT½9¿³É�ãRÉ=T�Ë�Ò »³ÒÉ2T�À9����Ì�½�T

ψ(t) = H−1
ν [Ψ(x)] , Ψ(x) = xν/

n
∑

k=0

(−1)kakx
2k

ÄUT�Ëê»³Ì�½BÀ³É ¸· »¡Ò É=T�É2V}»¡Ì�ÒÀ7½ � · Ä »¡Ò É=T�ÒÓÀ�Â	ÒÊ	½�T�Á�Å

u(t) =
(

fν
−ν∗ ψν

)

ν
(t) .

��V
n = 1

È
a0 = a

È
a1 ≡ 1

È
1/2 < Re ν < 3/2

È}»³Ì�½�T ` ½�Ì#Ä�Ê	½î»¡Ì�½[V É ¸¸ É ` Ò]T�Â
½ � · Ä »¡Ò É=T
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d2u

dt2
+
du

tdt
−

(

ν2

t2
− a

)

u(t) = f(t).

� ZQZ ¸ Å�Ò T�Â�»³Ì�½å¿¡½9À ·�¸ »¡À�Â	ÒÊ	½�T�Ä	Á#É Ê'½ ` ½ É	Á�»5Ä;Ò]T

ψ(t) =







π

2
|c|νYν(|c|t), Ò�V

a = c2,

−|c|νKν(|c|t), Ò V
a = −c2,

` Ì�½T¿¡½
Yν(z)

ÄUT�Ë
Kν(z)

Ä;¿¡½7»¡Ì�½å��½9À¡ÀE½ ¸ V · T�ã�»¡Ò É=T Ä2T�Ëî»¡Ì�½ Õ�É�Ë�Ò�\�½@Ë���½@À³À³½ ¸ V · T�ãRÔ
»³ÒÉ2T ÉUV}»³Ì�½BÀ³½9ãTÉ2T�Ë�Ã�Ò T�Ë É2V}É	¿5Ë�½9¿

ν
È�¿¡½9À Z#½@ã�»³ÒÊ	½ ¸ Å'����Ì�½"T

u(t) =
tν |c|ν√π

2ν+1Γ (ν + 1
2 )

π
∫

0

sin2ν s ds

∞
∫

0

f(τ)

×Yν

(

|c|
√
t2 + τ2 − 2tτ cos s

)

(t2 + τ2 − 2tτ cos s)ν/2
τν+1dτ , a = c2 ,

ÄUT�Ë

u(t) = − tν |c|ν
2ν
√
πΓ (ν + 1

2 )

π
∫

0

sin2ν s ds

∞
∫

0

f(τ)

×Kν

(

|c|
√
t2 + τ2 − 2tτ cos s

)

(t2 + τ2 − 2tτ cos s)ν/2
τν+1dτ , a = −c2.

� ��� �"��¦ �������k½R» · À"ãRÉ2T#ÀEÒÓË�½T¿�»¡Ì�½å½ � · Ä;»³ÒÉ2T
∂2v

∂t1
2 − b2

(

∂2v

∂t2
2 +

1

t2

∂v

∂t2

)

+

(

γ +
b2ν2

t2
2

)

v(t1, t2) = f(t1, t2)

` Ò »¡Ì�»¡Ì�½�V É ¸¸ É ` Ò T�Â�ãRÉ=T�Ë�Ò »³ÒÉ2T�À

u(+0, t2) = u0(t2), u′t1(+0, t2) = u1(t2).

��Ì�½BÀEÉ ¸ · »³ÒÉ2T ÉUVk»¡Ì�ÒÓÀ�½ � · Ä;»³ÒÉ2T ÒÀ�Â'Ò Ê'½"T Á,Å

u(t1, t2) = (f ∗ ψ)L,ν(t1, t2) + (u0 ∗ ψt1)ν(t1, t2) + (u1 ∗ ψ)ν(t1, t2)

= (f ∗ ψ)L,ν(t1, t2) +
∂

∂t1
(u0 ∗ ψ)ν(t1, t2) + (u1 ∗ ψ)ν(t1, t2),

` Ì�½T¿¡½
L

ÒÓÀ�»¡Ì�½åÉ2Z�½T¿5Ä »¡É	¿�ÉUV§»³Ì�½B�}ÄUZ ¸ Ä	ãT½"»¡¿¡Ä2T�À�V É'¿³ÕsÄUT�Ë
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ψ(t1, t2) = L−1H−1
ν

[

ξν

p2 + b2ξ2 + c

]

,

(f ∗ ψ)L,ν(t1, t2) =
tν2

2ν
√
π Γ

(

ν + 1
2

)

t1
∫

0

dξ

π
∫

0

sin2ν sds

∞
∫

0

f(ξ, ζ)

×ψ(t1 − ξ,
√

t22 + ζ2 − 2t2ζ cos s)

(t22 + ζ2 − 2t2ζ cos s)
ν
2

ζν+1 dζ,

(uk ∗ ψ)ν(t1, t2) =
tν2

2ν
√
π Γ

(

ν + 1
2

)

π
∫

0

sin2ν sds

∞
∫

0

uk(ζ)

×ψ(t1,
√

t22 + ζ2 − 2t2ζ cos s)

(t22 + ζ2 − 2t2ζ cos s)
ν
2

ζν+1 dζ, k = 0, 1.

��V
c = γ2 > 0

È
γ ∈ R

È�»³Ì�½"T

ψ(t1, t2) =
|γ|ν+ 1

2 tν2√
2π|b|ν+ 3

2

(b2t21 − t22)
− ν

2−
1
4 η(b2t21 − t22)J−ν− 1

2

( |γ|
|b|

√

b2t21 − t22

)

.

��V
c = 0

È�»³Ì�½�T

ψ(t1, t2) =
2ν√πtν2

|b|Γ
(

1
2 − ν

) (b2t21 − t22)
−ν− 1

2 η(b2t21 − t22) .

� ��� �"��¦ ��� ���k½R»
t1, t2 ∈ R+

È −1/2 < Reν < 5/2
�'��Ì�½�T ` ½*ãRÉ=T�À³ÒË�½9¿%»¡Ì�½NV É ¸¸ É ` Ô

Ò T�Â�½�� · Ä »³ÒÉ2T

∂2u

∂t21
+ a2

(

∂2

∂t22
+

1

t2

∂

∂t2
− ν2

t22

)2

u(t1, t2) = f(t1, t2)

` Ò »¡Ì�»¡Ì�½BãRÉ=T�Ë�Ò »³ÒÉ2T�À

u(+0, t2) = u0(t2), ut1(+0, t2) = u1(t2).

��Ì�½BÀEÉ ¸ · »³ÒÉ2T ÉUVk»¡Ì�ÒÓÀ�½ � · Ä;»³ÒÉ2T ÒÀ�Â'Ò Ê'½"T Á,Å

u(t1, t2) = (f ∗ ψ)L,ν(t1, t2) +
∂

∂t1
(u0 ∗ ψ)ν(t1, t2) + (u1 ∗ ψ)ν(t1, t2),

` Ì�½T¿¡½
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(f ∗ ψ)L,ν(t1, t2) =
tν2

2ν
√
π Γ (ν + 1

2 )

t1
∫

0

dξ

π
∫

0

sin2ν sds

∞
∫

0

f(ξ, ζ)

× ψ(t1 − ξ,
√

t22 + ζ2 − 2t2ζ cos s)

(t22 + ζ2 − 2t2ζ cos s)ν/2
ζν+1 dζ,

(uk ∗ ψ)ν(t1, t2) =
tν2

2ν
√
π Γ (ν + 1

2 )

π
∫

0

sin2ν sds

∞
∫

0

uk(ζ)

× ψ(t1,
√

t22 + ζ2 − 2t2ζ cos s)

(t22 + ζ2 − 2t2ζ cos s)ν/2
ζν+1 dζ, k = 0, 1;

ψ(t1, t2) = L−1H−1
ν [ξνΨ(p, ξ)] (t1, t2)

=
tν2

2ν+1|a|ν+1tν1

1

ν
sin

πν

2
1F2

(

ν

2
;
1

2
,
ν

2
+ 1 ;− t2

4

64a2t21

)

− t2
ν+2

2ν+3|a|ν+2t1
ν+1

1

ν + 1
cos

πν

2
1F2

(

ν + 1

2
;
3

2
,
ν + 3

2
;− t2

4

64a2t21

)

.

��Ì · À ` ½ É	Á�»¡Ä;Ò]T

ψ(t1, t2) =



















1

2|a| Si

(

− t22
4|a|t1

)

, if ν = 0,

1

|a|t2
sin

(

t22
4|a|t1

)

, if ν = 1,

` Ì�½T¿¡½

Si(x) =

x
∫

0

sin t

t
dt.
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