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ãâäæå�ç=è�é�ê;ç	ë O E®ìîí	ï�ðBí�ð=ñ IKò�I ð H ñ%ð H
λ S£ó�ð=ô H�õ E õ'H E5ñ�ñ�öð=ï%÷BE H E®ï L=øKIKù E õûú ô ø E°ï�SUü H ðBí'í~ýþE ò SF ð õ ð=ö�ñ�ô,ýþý L ó IKøÿI ò � (E , T ) , ì F E®ï�E T

I ñ L�øKIKH E L ïcó�ðBô H,õ E õ ðBí�E®ï LTò ð=ï öï�ð=ý�� L=H�L�>°F ñ�í L=> E
X

IKH�ò ð X,
L ï�E7í	ï�ð��BE õ��	� ñ IKH ÷ ò�F E5ñ�EËï�E®ñ�ô ø ò ñ L ï�E
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< ÓTº
X, Y

Ø#Ó>=Ë�;���'Ô@? ¹°×��	Ô�Ó=¹Ù�	��� L (X, Y )
Ø�ÓÏ��¹°×��	Ô�Ó»BA��;±±�±² ��Ó=�;ÚûØ�»	à�����Ó=�

»	×�Ó�Ú5��º°»'Ú®¹CA Ú®»	¾D=Ë�;���'Ô@?Z¹G×#�	ÔTÓ
X

²�,º°»
Y.

� ¹GÓ�E,à�Ó���Ô�Ó
x = (ξk) (ξk ∈ X)

²¼¹
Ô��;±±Ó=�

λ− Ø#»'à�����ÓB��²FA

∃ lim ξk = ξ ∧ βk = λk (ξk − ξ) ∧ βk = O (1) ,

G ?�Ó�Ú®Ó=�'¹
λ = (λk) G ²ÿºH?

0 < λk ↗ .< ÓTº
mλ

X

Ø#Ó�ºI?�Ó ¹GÓ�º»BAÙ�	± ±
λ− Ø�»	à��#��Ó=�Z¹°ÓJE,à�Ó=��ÔTÓB¹�}��w¹°ÓJE,à�Ó=��ÔTÓ

x = (ξk)²¹ûÔ��	± ±Ó=�î¹°à�¾�¾��;Ø�±ÓLKU¹GÓ=ÓNM Û;¶PO7�;�#�QM ·BOSRDØ�ág�NT	Ó=��Ó�Ú5�;±²FU=Ó=� ¾�ÓTºH?�»�� A = (Ank) ,
Ank ∈ L (X, Y )

²FA
y = (ηn) G ² ºI?

ηn =

∞
∑

k=0

Ankξk

KG´	}´�R

²¹�ÔT»'�,Õ'Ó�ÚHT	Ó=�'ºB} < Ó�º
µ = (µk) G ²ÿºH?

0 < µk ↗ .
�(?�ÓDº®Ú®�	��¹/A »'Ú°¾��;º°²»	� A ²¹*Ô��	± ±Ó=�

×�Ú°ÓB¹GÓ=Ú°Õ�²�.T
λ

½ÒØ#»'à�����ÓB����ÓB¹°¹VKU¹GÓ=Ó�M ¸PO��;��� �;±¼¹G»>M´;³#Û�³�µ�³1´JWXOSR�²FA

Amλ
X ⊂ mλ

Y .

�(?�Ó�º°Ú5�;��¹YA »	Ú®¾���º®² »'� A ²¹�Ô=�;±± ÓB���'Ô�ÔTÓ=± Ó=Ú®�;º°²�.T
λ

½ÒØ#»'à�����ÓB����ÓB¹°¹Ë²FA
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Amλ
X ⊂ mµ

Y

KG´	} Û	R

G ²ÿºH?
lim µk/λk = ∞.

�n¾�ÓTºH?�»�� A = (Ank) G ² ºI?
Ank ∈ L (X, X)

²¹ûÔ��	± ±Ó=�
Ú°ÓJT	à�±¼�;ÚË²FA AcX ⊂ cX

�;���
lim
n

ηn = lim
k

ξk ,

G ?�² ±Ó
cX

²¼¹þ��¹°ÓTºþ»BAËÔT»'�,Õ'Ó�ÚHT	Ó=�'º�¹GÓ�E'à�Ó���Ô�Ó=¹ G ²ÿºH?
ξk ∈ X

�;���
ηn

²¼¹þ��Ó�����Ó=�aØ�á
K�´	}´�RT}
	 Ó��Ó���»;º°Ó�Ø�á

I
�;���

θ
ºI?�Óâ²��Ó��,º°² º�áa�	��� U�Ó�Ú®»Ï»	×�Ó�Ú5��º®»	Úþ»	�.�	�,áL=��	���	Ô@?

¹G×��'ÔTÓ'³�Ú°ÓB¹G×�Ó=ÔTº°²Õ	Ó�±á	}
� »'Ú°� A Ó=±� KU¹GÓ=Ó M ´B¶PO RË×�Ú®»�Õ	Ó=��ºH?���º*�	��á�Ú®Ó�T'à�±�	Ú7��à�¾�Ó�Ú®²Ô=�;±1¾�ÓTºH?�»���»BA ¹°à�¾�¾���½

Ø�² ±² º�á�Ô��;�a��»;º�à���²Õ	Ó=Ú®¹®�;±± á��'Ô�ÔTÓ=± Ó=Ú®�;º°ÓþºH?�Ó�ÔT»	��Õ'Ó�ÚHT	Ó��#ÔTÓ	}#��� M ¸PO
²ÿº�²¼¹*×�Ú°»�Õ'Ó=� ºI?#��º
�;��áâÚ®Ó�T	à�±�	Ú�º®Ú°²¼�;��T	à�±¼�;Ú T	Ó=��Ó�Ú5�;±²FU=Ó=�¾ûÓ�ºI?�»�� A ¹°�;º°²¼¹/A á�²�.TûºI?�ÓDÔ�»	����² º°²»	�

n
∑

k=0

Ank = I
KG´	} � R

Ô��;�Ï��»	º"�	Ô=ÔTÓ�±Ó�Ú5��º®Ó�ºI?�ÓÙÔ�»	��Õ	Ó=ÚIT'Ó���Ô�Ó	}��7Ó�T,�;Ú5��±Ó=¹®¹Ë»BA�ºI?�²¼¹
A£�'Ô�º�²���;×�×�±²Ó=� ¾���ºI?�ÓT½
¾��;º°²¼Ô�¹"± ²��Ó=�	Ú�º®Ú°²¼�;�.T'à�±¼�;Ú�¾�ÓTºH?�»���¹��;Ú®Óþà�¹GÓB�Ïº°»��	Ô�Ô�Ó�±Ó�Ú5��º®Ó�ºI?�ÓûÔT»	��Õ'Ó�ÚHT	Ó��#ÔTÓ�K£¹°Ó�Ó
M ´B¸POSRT}�Ö�à�Ô@?�	Ô=ÔTÓ=± Ó=Ú®�;º°²»	��²¹%×#»,¹°¹°²Ø�± Ó*² ��¹G»'¾ûÓ*¹Gà�Ø#¹GÓ�º®¹ »	A

mλ
X .

�(?�Ó�×�Ú®Ó=¹°Ó��,º��	ÚGº®²Ô�± Ó
²¹��g¹°ÓJE,à�Ó�±�º®»aºH?�Ó�²��E,à�² Ú®²Ó=¹ M ¸�³7´=¸�³7´�Ü,³7´=·�³�´=µPOÒ} ���	² � Ú°ÓB¹Gà�±ÿº5¹~»	A�Ô�»	��Õ	Ó=ÚIT'Ó���Ô�Ó
�	Ô�Ô�Ó�±Ó�Ú5��º®² »'�à�¹°² ��Tû��»	��±² ��Ó=�;ÚË¾�ÓTºH?�»���¹��	Ú°Ó�×�Ú®Ó=¹°Ó��,º°ÓB�²� M WBO¬}

< ÓTºËà�¹Ë��Ó=��»;º®Ó*Ø�á
(E , T )

»	Ú7¹Y?�»	Ú°º°±á E ºI?�Ó T	Ó=��Ó�Ú5�;±² U�Ó=�â� à�±Ó�Ú°½ � ��»'×�×â¾�ÓTºH?�»��
»BA
¹Gà�¾�¾��;Ø�² ±²ÿº�á���Ó����Ó=� K£¹°Ó�Ó M ��³1´�Û�³ ´=·PO R�Ø�á

Enk =

{

(

n
k

)

T k (I − T )n−k , (k = 0, 1, . . . , n),

θ, (k > n),

KG´	} W"R

G ?�Ó�Ú®Ó
T ∈ L (X, X) , G ?�² ±Ó

T 6= θ
�	���

T 0 = I.� »�×�Ú®»�Õ	Ó�»	à�Ú
×�Ú°»'×#»,¹G² º°²»	��¹ G Ó7à�¹°Ó�ºH?�Ó(A »	±±» G ² �.T < Ó�¾�¾��	¹=}��Òº ²¹
ÓB�	¹°áþº°»�×�Ú®»�Õ	Ó
< Ó�¾�¾���´��	������»	Ú®»	±±�	Ú°²Ó=¹Ë´��	���âÛ�² ��ºH?�Ó"¹®�;¾�Ó G ��á~�	¹
ºI?�Ó"�	���;±»	T'²Ô=�;±��'¹°¹°Ó�Ú°º°²»	��¹
K£¹°Ó�Ó�M Û�OSRË�	Ú°Ó�×�Ú®»�Õ	ÓB�â²�ºH?�ÓDÔ��'¹GÓ�»	A���à�¾~Ø#Ó=Ú7¾��;º°Ú®²Ô�Ó=¹=}
������� é���ë ¦Æ��� �Æ�°������¢�� �G��¯,�������°��§K¡��B��������§ ���! �"~���®�'�â�����¨���#��¤

(E ,U)
���$�

(E ,V ),% �����°�
U, V ∈ L (X, X) ,

¡¼¤&�'��§ �T�! �"~���5�	�.����� �����
(E , UV ) .

( �;�°��§¨§����«*) ��� A
T ∈ L (X, X)

�;�#�
m ∈ + ,

ºI?�Ó��
(E , T )m = (E , T m)

( �;�°��§¨§����«-, ��� A
T ∈ L (X, X)

�;�#�
T−1 ∈ L (X, X) ,

ºH?�Ó��aºI?�Ó (

E , T−1
) ²¹�ºH?�Ó

² ��Õ	Ó=Ú®¹°Ó�»BA�ºI?�Óþ¾�ÓTºH?�»��
(E , T ) .

< ÓTº
ξn ∈ X

�	���
x(ν) =

(

ξ
(ν)
k

)

, G ?�² ±Ó

ξ(0)
n = ξn, ξ(ν+1)

n =
n

∑

k=0

Enkξ
(ν)
k (ν ∈ + 0) ,

KG´	} Ý	R

Enk

�;Ú®Ó���ÓTº°Ó=Ú°¾�²��Ó=� Ø�á�ºH?�Óþà�¹°Óþ»BA KG´	} W"RË�	���
x(ν+1) = Ex(ν).�����	± » T	²¼Ô��;±±á��	¹*²��ºI?�Ó�Ô��'¹GÓÙ»BA%��à�¾~Ø#Ó=Ú*¾���º®Ú°²¼ÔTÓB¹5KU¹GÓ=Ó M´BÝ�O R�² º�²¹*×#»,¹°¹°²Ø�± ÓÙº°»

×�Ú°»�Õ'Ó"ºH?�Óþ��Ó�.,º < Ó�¾�¾���}



� �������°��§ÿ¡��=��� ����§ ���! �"~���®�'�a�����¨���#� ���$� ( ���#ª����U¯,�T�Æ¢®���*¢5¢®��§ ���°���¬¡£��� ·	µ
������� é��1ë �£�

(E , T )
¡¼¤D�D¯,�T�Æ�T�®��§K¡��B��� ����§ ���! �"~���5�	� �����¨���#�â�G�*¤����û������¡¨§K¡¨�U«��'� 

� ��������« K�´	} W"R ¥����$��¤��
	������¢5�
x(ν) =

(

ξ
(ν)
k

) ¡¼¤ �	� � �Æ������« K�´'} Ý R ¥ � �����

∆ξ(ν+1)
n =

n
∑

k=0

k

n

(

n

k

)

T k (I − T )
n−k

∆ξ
(ν)
k ,

KG´	} ¸ R

% ��¡¨§ �

∆ξ(ν)
n =

{

ξ
(ν)
n − ξ

(ν)
n−1 (n ∈ � ) ,

ξ
(ν)
n (n = 0).

������� é� ë KU¹GÓ=ÓCM´BÛPOSR#� ���T� �����
(E , T )

¡¼¤��®�¬¯ ��§ �;�þ¡ �D��� � ���#§K«�¡ �

‖T‖+ ‖I − T‖ ≤ 1, ‖I − T‖ < 1.
K�´'} Ü	R

�"�����;���-) ���"¹

1 = ‖I‖ = ‖T + (I − T )‖ ≤ ‖T‖+ ‖(I − T )‖,
ºI?�Ó=��ºH?�Ó ��Ú5¹�º7²��ÓJE,à��	± ² º�áâ²� K�´	}KÜBR�²¾�×�±² ÓB¹

‖T‖+ ‖I − T‖ = 1.
�"�����;��� , �,� A

T = cI G ²ÿºH?
0 < c ≤ 1,

ºH?�Ó�� ºI?�Óþ¾ûÓ�ºI?�»��
(E , T )

²¹�Ú°ÓJT	à�±¼�;ÚB}
������� é��cë KU¹GÓ=ÓCM ¸XO R���� ������¤*���;ª�� A = (Ank) , Ank ∈ L (X, Y ) ,

�;� �
eX (ς) :=

(ς, ς, ς, . . .) % ¡¨�¨�
ς ∈ X.

� �

∃ lim
n

Ank = Ak (k ∈ � 0)
KG´	} · R

¡¨�����;���Ù¥ � ������� ���~¢5��� �;¡¨�U¡£�;��¤

AeX(ς) ∈ mµ
Y (ς ∈ X),

∑

k

λ−1
k ‖Ak‖ < ∞,

KG´	} µ R

µn

∑

k

λ−1
k ‖Ank − Ak‖ = O(1)

K�´	}´=¶"R

���°�D¤!��� ¢�¡£�T�#���T�;�þ�¨���D¡¨�Æ¢T§ ��¤5¡£�;�
(1.2)

�

�(��� & !�� 4 %�� 4 !�+�4��N%.47:"4 %�� 0 #.-/& ! 0�!�' � & !�� 4 %�� 4 !�+�4
! + +�4#"Y4 %.0 #.-/& !
$ è&%(')%�å+*£ç+*,%(- �#ë K£¹°Ó�Ó��;±¼¹G» M´=·PO R�} � �

X
¡¼¤��.*�����'¢®�.¤¬���'¢5���;� �

(E , T )
¡¼¤-�'�T���T�! 

�~¡¨�Æ� �/�T« K�´'} W�R ¥ � ������� ���Ù¢5�;� ��¡¨�¬¡£����¤ KG´	}KÜBR �;� �

µn‖I − T‖n

n
∑

k=0

(

n

k

)

1

λk

( ‖T‖
‖I − T‖

)k

= O(1)
KUÛ�} ´PR

���°�D¤!��� ¢�¡£�T�#���T�;�þ�¨���D¡¨�Æ¢T§ ��¤5¡£�;�

(E , T )mλ
X ⊂ mµ

X .
K¬Û�} Û	R



µ	¶ ��� �����°���Æ�T��¥�� � ¦#���û���T�°�;¡��
���°�B��� � < Ó�ºûà#¹~Õ'Ó�Ú®² A ágºH?�Ó�ÔT»'����² º°²»	��¹~»BA*ºI?�Ó < Ó=¾û¾��LWaØ�á � .�²�.T A = E .

=�á
< Ó�¾�¾�� W�ºI?�ÓûÔ�»	����² º°²»	�#¹�KG´	}KÜBR*�;Ú®ÓÙ¹Gà���Ô�² Ó=�,º*A »'Ú"ºH?�Ó�Ú°ÓJT	à�±¼�;Ú®²ÿº�á�»BA ºH?�Óû¾ûÓ�ºI?�»��
E .

�*¹ E ²¹~Ú°ÓJT	à�±¼�;ÚB³ ºH?�Ó�� K£¹°Ó�ÓNM´BÛPOSR
Ak = θ (k ∈ + 0) .

�(?�Ó�¹°Ó=Ô�»	���.Ô�»	����² º°²»	�
K�´	} µ R A »	±±» G ¹ A Ú®»	¾

Ak = θ (k ∈ + 0) . � ¹G²�.TLKG´	}´�R*�;��� K�´'} W�R G Ó�T'ÓTº A »	Ú
ς ∈ XºI?��;º

ηn =

n
∑

k=0

(

n

k

)

T k (I − T )n−k ζ = (T + (I − T ))n ς = Iς = ς (n ∈ + 0) .

Ö�» G ÓV?���Õ'Ó

η = lim
n

ηn = lim
n

ς = ς,

µn (ηn − η) = µn (ς − ς) = 0, EeX(ς) ∈ mµ
X (ς ∈ X) .

�(?���º�¾�Ó=�	��¹�ºI?�Ó ��Ú®¹Gº�ÔT»'����² º°²»	� K�´'} µ"R%²¼¹7¹®��º°²¼¹ ��Ó=� }#�"¹
Ak = θ (k ∈ + 0) ,

Ø�á�ºH?�Ó
¹GÓBÔT»	�#��Ô�»	����² º°²»	� K�´'} Ü	R G Ó T'ÓTº

‖Ank − Ak‖ = ‖Ank‖ =

∥

∥

∥

∥

(

n

k

)

T k (I − T )
n−k

∥

∥

∥

∥

≤
(

n

k

)

‖T‖k ‖(I − T )‖n−k n→∞→ 0.

Ö�»�ºI?�ÓDÔ�»	����²ÿº®² »'� KG´	} · R�²¼¹�¹°�;º°²¼¹ �#Ó=� }��(?�ÓDÔT»	�#��²ÿº®² »'� KG´	}´=¶"R$A »	±± » G ¹$A Ú®»	¾nºH?�ÓDÔT»'��½
��²ÿº®² »'� K¬Û�}´�RT}1�(?�ÓûÔ�»	����²ÿº®² »'��¹�»BA < Ó�¾�¾�� W �	Ú°Ó�¹°�;º°²¼¹ �#Ó=���	���NA Ú°»'¾ K�´	} Û	R G Ó�T'ÓTº
KUÛ�} Û	RT}��(?�²¼¹�ÔT»'¾û×�± Ó�º°Ó=¹�ºH?�Óþ×�Ú®»�»BA�}

�

( �;�°��§¨§����«�� ���(?�ÓDÔ�»	����² º°²»	�#¹VK�´	}KÜBR��	���

λn‖I − T‖n

n
∑

k=0

(

n

k

)

1

λk

( ‖T‖
‖I − T‖

)k

= O(1)
KUÛ�} �"R

�;Ú®Ó�¹°à��âÔT²Ó��,º(A »	Ú
(E , T )mλ

X ⊂ mλ
X .

K¬Û�} W"R
( �;�°��§¨§����«�� ��� A

‖T‖ = ‖I − T‖ =
1

2
,

K¬Û�} Ý	R
ºI?�Ó=�

λn

2n

n
∑

k=0

(

n

k

)

1

λk

= O(1)
KUÛ�} ¸"R

² ¾�×�±² ÓB¹ KUÛ�} W�R�}
�"¹"�	��á�Ú®Ó�T'à�±�	Ú7º°Ú®²¼�;�.T'à�±�	Ú T	Ó=��Ó�Ú5�;±² U�Ó=� ¾�ÓTºH?�»�� A,

¹°�;º°²¼¹/A á�²�.T�ºI?�Ó~ÔT»'����² º°²»	�
K�´	} � R Ô��;���»;º��'Ô�Ô�Ó�±Ó�Ú5��º°ÓËºH?�Ó*Ô�»	��Õ	Ó=ÚIT'Ó���Ô�ÓVK£¹°Ó�Ó5M ¸PO R�³,ºI?�Ó���ºH?�Ó A »'± ±» G ² ��TD�	¹®¹GÓ=ÚGº®² »'�
²¹7Õ��	± ²¼� }
( �;�°��§¨§����«
	 ��� A�ºI?�Ó�ÔT»'����² º°²»	��¹�KG´	}KÜBR��;Ú®Ó�¹°�;º°²¼¹ ��ÓB� ³ÆºI?�Ó�� ºI?�Ó T'Ó���Ó=Ú®�	± ² U�ÓB��� à�±Ó�Ú°½
� ��»	×�× ¾�ÓTºH?�»��

(E , T )
Ô=�;� ��»;º��'Ô�ÔTÓ=± Ó=Ú®�;º°Ó*ºI?�ÓDÔ�»	��Õ	Ó=ÚIT'Ó���Ô�Ó	}
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‖T‖ = τ, ‖I − T‖ = 1 − τ, 0 < τ < 1
KUÛ�} Ü	R

��� �
λn = O(1) (n + 1)

O(1) K¬Û�} · R
¡¨���Æ§K« K¬Û�} W"R#�

���°�B��� �[�Òº A »'± ±» G ¹�A Ú®»	¾3K¬Û�}KÜBRæºH?���ºËÔT»'����² º°²»	��¹*K�´	}KÜBR%�;Ú®Ó"¹®��º°²¼¹ ��Ó=�â�	����ºH?�Ó*Ô�»	����² ½
º°²»	� KUÛ�} �"R º5���'Ó=¹7��A »	Ú®¾

n
∑

k=0

(

n

k

)

λn

λk

τk (1 − τ)
n−k

= O(1).
KUÛ�} µ"R

�(?�Ó Ô�»	����²ÿº®² »'��¹
0 < τ < 1

�;�#� KUÛ�} ·"Rþ²¾�×�± á K¬Û�} µ R K£¹°Ó�Ó M ´�Ý�OSRT}æ�Òº�A »'± ±» G ¹ A Ú®»	¾
��»	Ú®»	±±�	Ú°á �~ºI?��;º5KUÛ�} W�R%²¼¹7Õ��;±²¼� }

�

�(���C0�)��V47%�-/0�!
	 47690;-I!�'�4 %��� 47& %.4768:

��� M´#�PO
ºH?�Ó ��Ú5¹�ºD���;à�Ø�Ó�Ú®²�	��ºH?�Ó�»'Ú°Ó=¾�¹*A »'Ú�ºI?�Ó T	Ó=��Ó�Ú5�;±² U�Ó=��¾ûÓ�ºI?�»���¹�»	A�¹°à�¾�¾���½
Ø�² ±² º�á��	Ú°Ó"×�Ú°»�Õ'Ó=� }'��� MKÜJOÆ���;à�Ø#Ó=Ú°²¼�;��ºH?�Ó�»'Ú°Ó=¾�¹�A »	Ú�¹GÓ=¾�²FT'Ú°»'à�×�¹ �	Ú°Ó"¹Gº°à#��² ÓB� }���� M ÝPO
¹�º5��º°²¼¹Gº°²¼Ô��;±1���;à�Ø#Ó=Ú°²¼�;��ºI?�Ó=»	Ú®Ó�¾�¹Ë²� ¾�Ó�º°Ú®²Ô�¹°×��	Ô�Ó=¹7�;Ú®Ó�Ó.��;¾�²��Ó=�1}���� M´	´ Oc�c�	à�Ø�ÓT½
Ú°²¼�;� Ô�»	����²ÿº®² »'��¹�³æà��#��Ó�Ú G ?�²¼Ô@? ¹Gº®�;º°²¼¹�º®²Ô=�;±ËÔT»	��Õ'Ó�ÚHT	Ó��#ÔTÓ�A »'± ±» G ¹ A Ú®»	¾ ¹Gº®�;º°²¼¹�º®²Ô=�;±
¹Gà�¾�¾��;Ø�² ±²ÿº�á'³��	Ú°Ó�¹�º®à���²Ó=� }æ��� M´BÝ�O7¹°Ó�Õ	Ó=Ú®�	±����;à�Ø�Ó�Ú®²¼�;�.Ú®Ó�¾��;²����Ó=ÚDºI?�Ó�»	Ú®Ó�¾�¹ A »	Ú
� à�±Ó�Ú°½ � ��»'×�×�¾�ÓTºH?�»���¹ ²��ºI?�Ó"Ô��'¹GÓ�»	A �,à�¾ÙØ�Ó�Ú%¾��;º°Ú®²Ô�Ó=¹%�	���

X = � �	Ú°Ó7×�Ú®»�Õ	ÓB� }
$ è&%(')%�å+*£ç+*,%(- � ë � ��� ���û¢®�;� �;¡¨�U¡£�;��¤

0 < ϕn ↑, ϕn/n ↓ (n ∈ � 0) ,
K ��}´�R

λn ϕn

∥

∥

∥
∆ξ(ν)

n

∥

∥

∥
= O(1)

K���} Û R
��� � KUÛ�} � R ���°�D¤����¬¡¼¤ � ����¥%� �����

λn ϕn

∥

∥

∥
∆ξ(ν+1)

n

∥

∥

∥
= O(1),

K���} �"R

% �����°�5��¤
ξ
(ν+1)
n

¡¼¤ �'� � ��������« KG´	} Ý	R��
���°�B��� � � ¹°²�.T K�´	} ¸ R G Ó T	ÓTº

∥

∥

∥
∆ξ(ν+1)

n

∥

∥

∥
≤

n
∑

k=0

k

n

(

n

k

)

‖T‖k ‖I − T‖n−k
∥

∥

∥
∆ξ

(ν)
k

∥

∥

∥
.

K ��} W"R

��×�×�±á�² ��T K���} W"RT³ KUÛ�} �"R��	��� K���} Û R G Ó�»	Ø�º5�;²�
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λnϕn

∥

∥

∥
∆ξ(ν+1)

n

∥

∥

∥
≤

n
∑

k=0

ϕn

n

k

ϕk

(

n

k

)

λn

λk

‖T‖k ‖I − T‖n−k

= O(1)

n
∑

k=0

(

n

k

)

λn

λk

‖T‖k ‖I − T‖n−k
= O(1).

Ö�»ûºI?�ÓDÔ�»	����² º°²»	�#¹VKUÛ�} � RË�	��� K���}´�R���K ��} Û	R%² ¾�×�±áLK ��} � R�}
�

( �;�°��§¨§����«�� ���(?�ÓDÔ�»	����² º°²»	�#¹VKUÛ�} � RT³ K���} ´PR��	���

λn ϕn ‖∆ξn‖ = O(1)
K���} Ý R

² ¾�×�±áLK ��} Û	R�³ G ?�Ó�Ú®Ó=�	¹
ξ
(ν)
n (ν ∈ + )

²¼¹���Ó�#��Ó=��Ø�áLK�´'} Ý R�}

$ è&%(')%�å+*£ç+*,%(- 1ë � ���
ν ∈ � 0.

�£�
λ = (λk) , x(ν) =

(

ξ
(ν)
k

) ���$�
T

�;�°�D¤T�;�U¡¼¤ �5«�¡¨��¯
�¨���~¢5���$��¡¨�¬¡£����¤ KUÛ�} ·"R ¥

λn

√
n + 1

∥

∥

∥
∆ξ(ν)

n

∥

∥

∥
= O(1),

K���} ¸"R

(E , T )x(ν) ∈ mλ
X

K ��}KÜBR
��� � KUÛ�} Ý	R ¥ �¨���T�

x(ν) ∈ mλ
X

�
���°�B��� � < Ó�º

m = [n/2].
� A

ρ1(n) = λn

m
∑

k=0

(

2n

k

)

T k (I − T )2n−k
(

ξ
(ν)
k − ξ(ν)

n

)

,

ρ2(n) = λn

2n−m−1
∑

k=m+1

(

2n

k

)

T k (I − T )
2n−k

(

ξ
(ν)
k − ξ(ν)

n

)

,

ρ3(n) = λn

2n
∑

k=2n−m

(

2n

k

)

T k (I − T )
2n−k

(

ξ
(ν)
k − ξ(ν)

n

)

�;���
ρ(n) = ρ1(n) + ρ2(n) + ρ3(n)

²¼¹ËÓJE,à��	±Æº°»

ρ(n) = λn

(

ξ
(ν+1)
2n − ξ(ν)

n

)

.
K ��} · R

� A
0 ≤ k ≤ m,

ºH?�Ó��

ξ
(ν)
k − ξ(ν)

n = −
n

∑

i=k+1

∆ξ
(ν)
i

�;��� K���} ¸"R�² ¾�×�±² ÓB¹
∥

∥

∥
ξ
(ν)
k − ξ(ν)

n

∥

∥

∥
= O(1).

K���} µ"R
�(?�Ó�Ú®Ó A »'Ú°Ó�à�¹°² �.T K¬Û�} Ý	RT³ K���} µ R��	����Ö,º°²Ú°±²�.T�� ¹ A »	Ú®¾Ùà�±¼��³ G Ó T	ÓTº
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‖ρ1(n)‖ ≤ λn

m
∑

k=0

(

2n

k

)

‖T‖k ‖I − T‖2n−k
∥

∥

∥
ξ
(ν)
k − ξ(ν)

n

∥

∥

∥

= O
(

nλn2−2n
)

m
∑

k=0

(

2n

k

)

= O
(

n2λn2−2n
)

(

2n

m

)

= O (1) .

� A
m + 1 ≤ k ≤ 2n− m − 1,

ºI?�Ó=� K ��} ¸ R��;�#� K¬Û�} · R�²¾û×�± á
∥

∥

∥
ξ
(ν)
k − ξ(ν)

n

∥

∥

∥
= O(1)

|n − k|
λn

√
n + 1

.
K���} ´B¶ R

�"¹
m

∑

k=0

(

2n

k

)

|n − k| = n

(

2n

k

)

,

ºI?�Ó=� à#¹G²�.T KUÛ�} Ý R�³7K ��}´=¶ R��;�#�ÏÖ�º°²Ú°±² ��T�� ¹ A »	Ú®¾Ùà�±¼� G Ó T	Ó�º

‖ρ2(n)‖ ≤ λn

2n−m−1
∑

k=m+1

(

2n

k

)

‖T‖k ‖I − T‖2n−k
∥

∥

∥
ξ
(ν)
k − ξ(ν)

n

∥

∥

∥

= λn2−2n

2n−m−1
∑

k=m+1

(

2n

k

)

O(1)
|n − k|

λn

√
n + 1

= O
(

2−2n
) 1√

n + 1

2n−m−1
∑

k=m+1

(

2n

k

)

|n − k| = O(1).

� A
2n−m ≤ k ≤ 2n,

ºI?�Ó�� K���} ¸ R%²¾û×�± ²Ó=¹ K���} µ"R�} � ¹°²�.T K¬Û�} · RT³�K¬Û�} Ý	R"³ K���} µ"R%�	���
Ö,º°²Ú°±²�.T�� ¹ A »	Ú®¾Ùà�±¼� G Ó T'ÓTº

‖ρ3(n)‖ = O(1).�(?�Ó�Ú®Ó A »'Ú°Ó�à�¹°² �.T K ��} · R G Ó�»'Ø�º®�	² �

‖ρ(n)‖ = O(1).
K ��}´	´�R

�"¹

λn

(

ξ(ν)
n − ξ

)

= λn

(

ξ(ν)
n − ξ

(ν+1)
2n

)

+ λn

(

ξ
(ν+1)
2n − ξ

)

,

G ?�² ±Ó
lim

n→∞

ξ
(ν+1)
2n = ξ,

ºI?�Ó=� à#¹G²�.TûºI?�ÓDÔ�»	����²ÿº®² »'��¹VK���} ´'´�R�³ K ��}KÜBR��;�#� K¬Û�} · R G Ó �#��²¹I? ºI?�Óþ×�Ú°»�»BA�}
�

( �;�°��§¨§����«�� ��� A
ν ∈ + 0, λ = (λk) , x = (ξk)

�;�#�
T

�;Ú®Ó7¹°�;º°²¼¹/A á�²�.T�ºI?�Ó�ÔT»	�#��²ÿº®² »'��¹
KUÛ�} · RT³ KUÛ�} Ý RË�;���

λn

√
n + 1 ‖∆ξn‖ = O(1), (E , T n) x ∈ mλ

X ,
K���} ´�Û	R

ºI?�Ó=�
x ∈ mλ

X

}
���°�B��� � � ¹°²�.T ��»	Ú®»	±±�	Ú°áD¸þ�	����� Ú®»	×�»'¹°²ÿº®² »'� � G Ó
T	Ó�º�¹Gº°Ó�×�Ø�á�¹�º®Ó�×ûºI?�Ó*�	¹®¹GÓ=ÚGº®² »'�
»BA���»	Ú®»	±±�	Ú°áÜ�}

�
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� P���� ����L ñ�ý LB�	��L�ò ï I�
�ò ï L�H ñÒöð=ï�ý L�ò�I ð H ñ�ð=ö λ S£ó�ð=ô H�õ E õ'H E5ñ�ñ � E øÿõ ñ�ð=ö H ð=ï�ý L�ø ý LTò ï I�

ýþE ò�F ð õ ñ ������������������������ �!�#"$�&%�'(��)*� �,+!-���P :B:B: �� ? �ÙN � � L ï�ð H��/.0%!��)213���������41�%5��16� �!78� ��791:)<;=12>@?0�BACA6�(D���E � ��;F12>G?�7<)0��7<?/�IHcL=ø ÷Bô'ñ � C L�øÿøKIKH,H��
P :�8B8 �� R:��J � ��ð�ðBñ �LKMEN��?9?9�4�9�OE$�:%,�PA613��7<)0%QA�7<� ��13�:?R�S%T?9�BAUA6�OD���E �S��;��WV/
 öð=ï õ ��H,I ��E®ï�ñ I ò �X ï�E5ñ�ñ �YV/
 öð=ï õ�� ?=@=@B@ �� < �FZ$� �cï�E ù®IÿH ñ J;I �*O ô'ýþE®ï IK>�L=øÆL=H�L�ø � ñ I ñ*?=@=@B@ �=[&�/K�1�A/\��B�]��^_\(\,E`�M����� ��� ��a&b�b��1P 9 R(c 8 �
?�@B@B@ �� cd��J ��� ��e ï Iÿõ � L=H�õf� � ü � ü F,L=H ��N;òGL�ò�I ñ ò�IK>�L�øÆò�F E5ð�ï�E5ýþñ IKH ýþE ò ï IK> ñ�í L=> E5ñ ��[&������� �!�
^g%��OE`��^\(\�E`� �!b�h�b�� 8�<B<T9	8 cOcB� ?=@B@ R	�� A �þMY� C L ýþýþE®ï L�I õ.��N EH��E®ï L=ø ï�E5ý L ï J ñ ð HDL�>5> E ø E®ï LTò�I ð H ð�ö > ð H ��E®ï�÷=E H,> E�ô'ñ IÿH ÷7÷BE H E®ï L=øKIKù E õ
øKIKH E L ï�ýþE ò�F ð õ ñÙð=ö*ñ�ô,ýþý L ó IKøÿI ò � �i[&��K�1�A/\��B�]�j^_\(\,E`�/����� �!� �$a&-�k#l ?�m ��R A c 9 R 8 R	�
?�@B@ RB�� 8 � � ��J E�n�E°ï I E®ñ L�H�õ N.� X I ñ J=L ï�E@� � C L ô,ó�E°ï I L�H ò�F E®ð=ï�E5ýþñËöð=ï"ñ�E5ý I ÷=ï�ð=ô,í,ñ �Fog7<%����4�91�%!���
��7�EMK��S)2�01�EN1p���:� �!��qj��rs��E`7<)<Ap1J�Yt�h.�,c�P�R 9 c ? P�� ?=@=@�? �� 6 �Fu*� ü L=H ÷=ï�ð �,V�H ý L�ò ï I�
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| ô,ñ�ñ IÿL=H m� P @ �þMY� ü�ð�ï H öE øÿõ�� O ð H E 
'I ñ ò E H'> Eâð=ö L�H ô H,I ��E°ï�ñ L=øKø � L=>®> E ø E®ï L�ò�IKH ÷ øKIKH E L ïûñ�ô'ýþý L ó IÿøKI ò �
ýþE ò�F ð õ ñ �I[&�K�1�A/\��B�]�#^_\(\,E`�����:� �!� ��-�+���R @ :�9 R ? P��ÆP :B:�< �� P=P���e ���=� ï IK>5ù�� C L ô'ó�E®ï IÿL=HÏ> ð H�õ	I ò�I ð H ñ � ô H�õ E®ï7ì F,IK>GF ñ òGL�ò�I ñ ò�IK>�L�øæ> ð H ��E°ï�÷BE H'> E�ö¼ð øÿø ð�ì ñ
ö ï�ðBýZñ òGL�ò�I ñ ò�IK>�L=ø ñ�ô,ýþý L ó IKøÿI ò � (C, 1) ��[&�!����� �!��^g%,��E`�!^_\(\,E`� �(b,�!-.� ? 8=8�9 ? 6�8 � ?=@B@B? �� P ? ��� �'O�L í'í,ô,ñ L=H�õ C ��N&� ï�ý*ô,ñ �Æú IKH,I ÷=E
��E®ï L=øKø ÷BE®ýþE IKH E®ï ò E ��LTò ï I�
 �BE®ï�ö L�F ï�E H��1M¬H#w!r_)x13�d�y ?9��1�%!�4�:%z^s�9�(�����,������r��B;�?��#����� �!� � ��ð ø ô,ýþE < cB� ?=@ P 9 ? P @ � P :B: A �� P5R:� C �=NB� ï�ý�ô'ñ � C L ô,ó�E°ï I L�H7ò�F E5ð�ï�E5ýþñ#öð=ïÆ÷=E H E°ï L=øKIKù E õ ñ�ô'ýþý L ó IÿøKI ò � ýþE ò�F ð õ ñ IÿH � L�H�L�>°F
ñ�í L=> E5ñ ��M¬H�w�r)213�d� y ?9��1�%��4��%=^s�0�O���#�,������r��B;:?��,����� ��� � ��ð ø ô,ýþE <B: ��P 8 @ 9 P 6 ? � ?�@B@B@ �� P < �V��� N�òGLBõ	ò ý6� øKø E°ï L=H,õP��� C L�øÿIS�RZ ðBýþí L ï I ñ�ð H ð�ö > E®ï òGL�IÿH ñ�ô,ýþý L ó IKøÿI ò � ýþE ò�F ð õ ñ7ó �
ñ�í�E5E õ ð=ö > ð H ��E®ï�÷=E H,> E �_^g%,�OE`������� ��� �,b!k�� ? 8B8�9 ? < ? � ?�@B@ RB�� P3cd�þMY� C L ýþýþE®ï L�I õ.� C L ô,ó�E®ï IÿL�H ï�E5ý L=IKH,õ E®ï ò�F E5ð=ï�E5ýþñ*ö¼ð=ï ò�F E ú ô ø E®ï�S£ü H ðBí'í ýþE ò�F ð õ
ð�ö7ñ�ô,ýþý L ó IKøKIKò � ��^g������K�1�ACA�7<%!�]�	~�%!� ���C{,��)0���!7<%!?9�S?/�sb,�!�.��P 8 P 9 P 6 ? ��P :�8 P���l¨IKH
| ô,ñ�ñ IÿL=H m� P A �þMY� C L ýþýþE°ï L=Iÿõ��/Z ð H �BE®ï�÷BE H'> E�ï L�ò E"ð=ö IKò E°ï L�ò�I ��E"í'ï�ð > E5ñ�ñ L=H�õ ì�E I ÷ F�ò E õ ýþE L�H ñ �%M¬H�w
r_)x13�d��12>g� �!7G��� y ^R� �&�O�(�:�����]��rs7<�]7<)<?<D��B)4'���oI�&?9?9�4���#�&�(�(� � ��ð ø ô'ýþE ? � <�:T9 cOcX� ?=@B@B? �� P 8 �þMY� C L ýþýþE®ï L=Iÿõ.��Z ð H ��E®ï�÷BE H,> E L=>®> E ø E®ï L�ò�I ð HDL=H�õ*øÿIKH E L ïcýþE ò�F ð õ ñ ������� �!����13��7�E`�Y��%,�
^g%��OE`� �!h#lÒP m � 6�859;: ? � ?�@B@ RB�� P 6 �þMY� C L ýþýþE®ï L�I õ.�!u E H E®ï L�øKIÿù E õ�øKIÿH E L ï ýþE ò�F ð õ ñ L�H�õ*> ð H ��E®ï�÷=E H,> E L�>5> E ø E®ï LTò�I ð H �Y����� �!�
��13�(7�E`�M�:%,�U^g%,�OE`� �!h��,R ? :T9 RBR(cX� ?=@=@ R	�� P : �þMY� C L ýþýþE®ï L�I õ.�Mu E H E®ï L=øKIKù E õ	|�I E5ñ ù ýþE ò�F ð õ~L�H�õD> ð H ��E°ï�÷BE H'> E L=>®> E ø E®ï L�ò�I ð H ������ �!�
��13�(7�E`�M�:%,�U^g%,�OE`� �!k��,R < P 9 R <�6 � ?=@=@ < �� ?�@ � ü ��� E øKø E®ï ��H E®ï L=øKø ÷BE5ýþE IÿH E®ï ò E ��LTò ï I�
 C�ï L=H ñÒö¼ð=ï�ý LTò�I ð H E H ������� ���g��� ��-�t��
P 6T9 ?�@ �P : c ? �


