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� � ºab�Ù Â ��¹ ¾ ¼;��ÁÀ¹ Ù'���=Ã ´6c ��µÀÙ�� c ��� ¾ ¹ed�Á;�kº ´ ¼/¼�f-g��=ºÀ¹Ù	�ih	Ù�j	¼;µÀ��¹ �`h � ¾ Ù=º¬¹ Ù'� Ù)k��=�
¹ �6j�¹Á�dU¹ª�g¹ ��dUÙ ¾ml µ¬¼;Á¬ÁÀ¹ ½�Ã¼on&g�¹ª�pd��=�i½�¼qb8µ¬¹»ºÀºÀ¼��i¹�gºÀ¼�µ ¾ Á�Ù'kt� ÁGºÀµ¬¼;� ¾ krg���d�ºÀ¹Ù	�
ψ(x, y, t) �'Á

∇
2ψt −

∂
(

ψ,∇2ψ
)

∂ (x, y)
= 0,

b ´ ¼�µ¬¼
∂ (a, b)

∂ (x, y)
= axby − aybx

¹Á��ÓÛ'�8dUÙ	½�¹�	� �=��� ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2

¹Á§º ´ ¼ ºab�Ù Â ��¹ ¾ ¼���ÁÀ¹ Ù'���=Ã ~ � l Ã�8dU¹ª�=� { Ø ´ ¹ªÁ
¼�f-g��Zº¬¹ Ù'���'� ¾ ¹»º6Á8Á�º¬¼;�'� c,Â ÁGº¬�=ºÀ¼_ÁGÙ'Ãsg�ºÀ¹Ù	��Á�Ù)k�º ´ ¼?kæÙ	µ ¾

∇2ψ = F t Ü { Ü@u
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kæÙ	µ��	� c krg��&dUºÀ¹Ù	� F

{;} �6g ¾ ½#¼;µ2Ù'k�ÁÀÙ	Ã g�ºÀ¹Ù	��Á �	µÀ¼�����Ù�b8�+kæÙ'µ l Ãª�=��¼�ºab�Ù Â ��¹ ¾ ¼;��ÁÀ¹ Ù'���=Ã´-c ��µ¬Ù�� c ��� ¾ ¹ed�Á;��¹ ��dUÃ g���¹�`htºab�Ù ÁGÙ'Ãsg�º¬¹ Ù'��Á b ´ ¹ed ´ µÀ¼ l µ¬¼;ÁÀ¼��,º µÀÙ�b Á�Ù)k j'Ù	µÀºÀ¹edU¼MÁ�Ä&d�Ù Â
µÀÙ	º¬�Zº¬¹ �&h � º�g��=µÀº j	Ù'µGº¬¹ d�¼;Á��Ü	Ü��

ψ = log [cosh y − ε cosx] ,

b8¹»º ´ ∇2ψ =
(

1 − ε2
)

e2ψ ���	��� d�Ù)g��,º¬¼�µ Â µ¬Ù=º6�ZºÀ¹�`h|���=ÃÃ ¹¼�µ Â ���	ÁÀÃ Ù�b�¼ t ���_� uDj	Ù'µ Â
ºÀ¹edU¼;Á�� ���

ψ = log

[

cosh εy − ε cosx

cosh εy + ε cosx

]

,

b8¹»º ´ ∇2ψ = − 1

2

(

1 − ε2
)

sinh 2ψ
{

�
T�� Z1Y X`_�]����oZ�W! #"%$'&(� Y)�
� � º ´ ¼ l µ¬¼;ÁÀ¼��,º l � l ¼�µM� b�¼ �=µ¬¼|¹�,ºÀ¼;µÀ¼MÁ�º¬¼;� ¹ �Óº ´ ¼�dUÙ)g��'º¬¼�µ l �=µÀºWÙ'k�¼�f-g��Zº¬¹ Ù'� t Ü { Ü@u
kæÙ	µ��çÁ l�´ ¼�µ¬¹ed��=Ã�Á�g�µ�k¥�8dU¼ {,� � l �	µGº¬¹ d�g�Ãª�=µ�b�¼Mb��=�,ºøºÀÙ�*#��� ÁGºÀ¼;�'� c,Â ÁGº¬�=ºÀ¼9j	Ù	µÀºÀ¼,+�ÁÀÙ	Ã g Â
ºÀ¹Ù	��ÁøÙ	� Á�g&d ´ �§Á�g�µ�k¥�)d�¼ {'� ��b ´ �ZºDkæÙ	ÃÃ Ù�b Á;�)b�¼ b8¹Ã ÃQb�Ù	µ-�ç¹�²Á l�´ ¼�µ¬¹ed��=Ã^dUÙ�Ù	µ6��¹���Zº¬¼;Á
(r, θ, φ) ��ÁÀÙ²º ´ �Zº�º ´ ¼�Á�g�µ�k¥�)d�¼§¹ªÁW��¼.*���¼;� ½ c 0 ≤ θ ≤ 2π � 0 ≤ φ ≤ π � b ´ ¹ Ã¼çº ´ ¼
µ¬�'��¹�	Ã ��¹ÁGº¬�	�&dU¼ r ¹ÁMdUÙ	�#Á�º6�=�,º {

� � º ´ ¹ªÁ dUÙ�Ù	µ6��¹���Zº¬¼�Á c ÁGºÀ¼ ¾ � b�¼ b8µ¬¹»º¬¼�º ´ ¼ j'¼�ÃÙ6d�¹»º c �	Á u = (u, v, w) b8¹»º ´
u = 0 ��ÁÀ¹ ��dU¼Wº ´ ¼�µ¬¼_¹Á"��Ùtµ¬�'��¹ª�=Ã ¾ Ù=º¬¹ Ù'� {�~ ¼�ºMg�Á8¹�,ºÀµ¬Ù�� g&dU¼D�tÁGºÀµ¬¼;� ¾ krg��&d�º¬¹ Ù'� j,¹ª�
v = ψφ csc θ �=��� w = −ψθ

{ Ø ´ ¼�� º ´ ¼�¹�6j,¹ªÁ�dU¹ª�ê¹�&dUÙ ¾ l µÀ¼MÁÀÁÀ¹ ½�Ã ¼�¼�f-g��=ºÀ¹Ù	��Á�Ù)k¾ Ù	ºÀ¹Ù	��½#¼@dUÙ ¾ ¼

Ωt −
1

r sin θ

∂(ψ,Ω)

∂(θ, φ)
= 0, t�/ { Ü@u

ºÀÙ)h'¼Uº ´ ¼�µ b8¹»º ´ �8µ6�	��¹ª�=Ã l µÀ¼MÁÀÁ�g�µ¬¼Uh	µ6�	��¹¼��,º pr = r−1

[

ψ2

φ csc2 θ + ψ2

θ

] {;� �_¼@f8g#�ZºÀ¹Ù	�
t0/ { Ü@uDb�¼D��¼���Ù=ºÀ¼ Ω = r2∇2ψ �`b ´ ¼;µÀ¼

r2∇2 ≡ csc2 θ
∂2

∂φ2
+ cot θ

∂

∂θ
+
∂2

∂θ2

¹Á�º ´ ¼ ~ � l Ãª�)d�¼ Â�� ¼;Ã»º¬µ¬� ¾ ¹ Ù l ¼�µ6�ZºÀÙ'µ { Ø ´ ¼ç¼�f-g��Zº¬¹ Ù'� t0/ { Ü@u��'� ¾ ¹»º6Á ÁGºÀ¼;�'� c,Â ÁGº¬�=ºÀ¼DÁÀÙ Â
Ãsg�º¬¹ Ù'��Á8Ù)k�º ´ ¼?kæÙ	µ ¾

Ω = F(ψ). t0/ { / u
Ø ´ ¹Á9kæÙ'µ ¾ g�Ã�=ºÀ¹Ù	� ¹ÁW��Ù	º���¼�b_�2�=�#� ´ �'Á�½#¼;¼��og�ÁG¼M��½ c ���6g ¾ ½�¼�µWÙ)k��'g�º ´ Ù'µ¬Á

ºÀÙ�ÁGº�g�� c j	Ù'µGº¬¹ d�¼;ÁWÙ	� ��Á l�´ ¼�µ¬¼ {2� Ù�bø¼�j	¼;µ;�Qj	¼;µ c kæ¼�b ¼.+��)dUºçÁ ¾ Ù�Ù=º ´ ÁÀÙ	Ã g�º¬¹ Ù'��Á�ºÀÙ
º ´ ¹ªÁ ¼@f8g#�ZºÀ¹Ù	���	µÀ¼1����Ù�b8� kæÙ	µMn�Ù�bgÙ	���tÁ l�´ ¼�µ¬¼ {à� µÀÙ�b � c�2 Á h	¼;��¼�µ6�=Ã¹43;�Zº¬¹ Ù'�²Ù)k®º ´ ¼� º�g��	µGºmj	Ù'µGº¬¹ d�¼;ÁDºÀÙ º ´ ¼/Á l�´ ¼�µ¬¼5� / �8¹ªÁçº ´ ¼ ¾ Ù,Á�º�µ¬¼�dU¼;�,º;���=��� l Ù,ÁÀÁÀ¹ ½�Ã c º ´ ¼ ¾ Ù,Á�º
Á�g�½#Á�º6�=�,ºÀ¹ª�=Ã {�� µ¬Ù�b � c ÁGÙ'Ãsj'¼;��º ´ ¼DdUÙ8g��,ºÀ¼;µ l �	µGºkÙ'k ~ ¹Ù)g`j�¹Ã Ã¼ 2 Ák¼�f-g��Zº¬¹ Ù'�_Ù	�ç�"Á l�´ ¼�µ¬¼	�
Ω = aebψ + c �&g#ÁG¹�`h �tÁGºÀ¼�µ¬¼�Ù8h	µ6� l�´ ¹ d l µ¬Ù=¶�¼@d�ºÀ¹Ù	��� b ´ ¹ d ´ �8d�d�Ù	µ6��¹ �&hçº¬Ù ~ � ¾ ½6� � �
b��'Á g�ÁÀ¼;�W½ c × ¹µ�d ´ Ù�7ç¹� Ü � Õ í º¬Ù"Á�º�g�� c ¼�Ã¼�dUºÀµ¬¹ d;�=Ã)d�Ù	��� g�d�ºÀ¹Ù	�_¹�ç�8Á l�´ ¼;µÀ¹ed��	Ã'Á ´ ¼�¼�º {
} d�dUÙ'µ¬��¹ �`h�º¬Ù � µÀÙ�b � c �àº ´ ¼tÙ'��Ã c Ù=º ´ ¼�µ_¼,+��)d�ºç��¹ÁGºÀµ¬¹ ½&g�ºÀ¼M� j'Ù	µÀºÀ¼,+�¼�f-g�¹Ã ¹½�µ¬¹� t �	Á



� �Z����£¥¤¬�U¦ç�Z� ��©=��¡����À� Ú í �
Ù l`l Ù'ÁÀ¼;�|º¬Ù l Ù	¹�'º j	Ù'µGº¬¹ d�¼;Á�u�Ù	�²�§Á l�´ ¼�µ¬¼�����Ù�b8��ºÀÙ ´ ¹ ¾ bø¼;µÀ¼8º ´ ¼"¼,+��)d�º�ÁGÙ'Ãsg�º¬¹ Ù'��Á
Ù	�§��µ¬Ù=º6�ZºÀ¹�`h�Á l�´ ¼�µ¬¼ l µ¬¼;ÁÀ¼��,º¬¼;�D¹� � Ü / ��Ü;Ú����	��� � µ¬Ù�b � c�2 ÁkÙ�b8�7bøÙ'µ � � Ú���¹�-j'Ù	Ã j�¹ �`h
� d�Ù ¾ ½�¹ �#�ZºÀ¹Ù	��Ù'k j	Ù'µGº¬¼.+ l �=º�d ´ ¼MÁ��=��� l Ù	¹�'º j'Ù	µÀºÀ¹edU¼MÁ {

Ø ´ ¼�½`g�Ã � Ù'k_º ´ ¼ÓµÀ¼MÁG¼M�=µ�d ´ º¬Ù ���=ºÀ¼ Ù	� j'Ù	µÀºÀ¹edU¼;Á²Ù	�R� Á l�´ ¼�µ¬¼ d��	�x½�¼ Á l Ã ¹ º
¹ �,ºÀÙ ºab�Ù ¾ �	¹ � º ´ µÀ¼M�	��Á { Ø ´ ¼ *�µ6ÁGº|º ´ µ¬¼;�	�2� l Ù'¹ �,º�j'Ù	µÀºÀ¹edU¼;Á|Ù'� � Á l�´ ¼;µÀ¼'� ´ �	Át�
Ã Ù'�`h ´ ¹ÁGºÀÙ'µ c � b8¹ º ´ ~ � ¾ ½ � � � ��¹ªÁ�d�g�Á¬ÁG¹�`h ´ Ù�bqÁGÙ ¾ ¼ Ù)k º ´ ¼ Ü �Zº ´ dU¼��,º�g�µ c b�Ù	µ-�
Ù	�t¼�Ã¼�dUºÀµ¬¹ d;�=Ã&d�Ù	���`g&d�º¬¹ Ù'�t½ c|� Ù	Ã º 3 ¾ �	���2� × ¹µ�d ´�´ Ù�7��	Ø�� l Ã ¼;µ%�=�#��Ù=º ´ ¼�µ6Á1dUÙ8g�Ã��½�¼
� l`l Ã¹¼;�|ºÀÙWº ´ ¹ªÁ l µ¬Ù	½�Ã¼ ¾/{ ��Ù	µ¬¼8µÀ¼@dU¼��,º1b�Ù	µ-��Á
�=µ¬¼ h	¹ j	¼���½ c �Ü	� Ô � Õ �#�=�#�|º ´ ¼ b�Ù	µ-�
Ù	�/Á�º¬µÀ¼;¼Uº¬Á�Ù)k l Ù	¹�,º j	Ù'µGº¬¹ d�¼;Á�¹Á l µÀ¼MÁG¼;�'º¬¼;� ½ c � ì � {

Ø ´ ¼ ÁG¼@dUÙ	�#� º ´ µÀ¼M�	�\¹ �6j	Ù'Ãsj'¼;Á g�ÁÀ¹ �&h �6g ¾ ¼;µÀ¹ed��	Ã ¾ ¼�º ´ Ù���Á;� Á�g�d ´ �'Á dUÙ	�,º¬Ù)g�µ
Á�g�µ�h	¼;µ c ��º¬ÙÓÁGº�g#� c º ´ ¼ ¾ Ù	ºÀ¹Ù	� Ù)k9j'Ù	µÀºÀ¼.+ l �=º�d ´ ¼MÁ|Ù	� �ÓÁ l�´ ¼�µ¬¼	�!b ´ ¹ed ´ b��	Á l ¹ Â
Ù	��¼;¼�µ¬¼;� ½ cê� µÀ¹ º¬Á�d ´ ¼�Ã8�	���id�Ù Â bøÙ'µ �'¼�µ6Á � Ô � í ��Ü Ö � {¿} Ã º ´ Ù)g`h ´ Á�g&d ´ �	���=Ã c ÁG¹ªÁ ´ �	Á
µÀ¼�j	¼;�	Ã ¼M�§º ´ ¼*µÀ¹ed ´ ��¼MÁÀÁ
Ù)k j	Ù	µÀºÀ¼,+ ¾ Ù=º¬¹ Ù'�tÙ	� �DÁ l�´ ¼;µÀ¼'�=º ´ ¼ µ¬¼;Á�g�Ã»º6Á1b�¼�µ¬¼ �6g ¾ ¼�µ¬¹ d;�=Ã
µ¬�=º ´ ¼;µ�º ´ �	� d�Ã Ù,ÁG¼M��kæÙ'µ ¾ ¼,+ l µÀ¼MÁÀÁÀ¹Ù	� {

�8¼Uº�g�µÀ��¹ �`h�º¬Ù t0/ { / uU� b�¼ b8¹ÃÃ�b�Ù	µ-����¹ µ¬¼�dUºÀÃ c b8¹ º ´ º ´ ¹Á_¼@f-g��Zº¬¹ Ù'�Óµ6�Zº ´ ¼�µWº ´ �=�
g�ÁG¹�`h�� l µ¬Ù=¶�¼�dUºÀ¹Ù	� {�� k1b�¼§�	Á¬Á�g ¾ ¼_º ´ �=º ψ = G

(

sin θ sin φ̃
) �^b ´ ¼;µÀ¼ φ̃ = φ + φ0�=��� φ0

¹Á8�md�Ù	��ÁGº¬�	�'ºM��º ´ ¼;� bø¼ *��#�

Ω =
(

1 − sin2 θ sin2 φ̃
)

G
′′

(

sin θ sin φ̃
)

− 2 sin θ sin φ̃ G
′

(

sin θ sin φ̃
)

.

� ¼DÁÀ¼�¼*º ´ �=º Ω ¹Á8�	ÃÁÀÙt� krg��&d�º¬¹ Ù'��Ù)k sin θ sin φ̃ �#ÁGÙ§º ´ �=º ψ = G
(

sin θ sin φ̃
) ¹Á8�

ÁGÙ'Ãsg�º¬¹ Ù'�>kæÙ	µ��=� c krg��&dUºÀ¹Ù	� G �,�	���²ÁGºÀµ¬¼;� ¾ Ã¹��¼;Áø�=µ¬¼"Ã¹ ��¼MÁ%Ù'�tº ´ ¼�Á l�´ ¼�µ¬¼ kæÙ'µDb ´ ¹ d ´
sin θ sin φ̃ ¹ªÁ dUÙ'��ÁGº¬�=�,º {

� ´ ¼�� φ0 = 0 ��º ´ ¹ªÁtÁÀÙ	Ã g�ºÀ¹Ù	� ¹Á|º¬µÀ¹ j�¹�	Ã·��½�¼�d;�'g�ÁÀ¼/¹ � Á l�´ ¼�µ¬¹ d;�=Ã dUÙ�Ù'µ¬��¹���=ºÀ¼;Á;�
sin θ sinφ = y/r �¿ÁÀÙ º ´ ¼�ÁGºÀµ¬¼;� ¾ Ã¹ ��¼;Á��=µ¬¼ Ã¹��¼;ÁtÙ'� º ´ ¼�Á l�´ ¼�µ¬¼ kæÙ	µ>b ´ ¹ed ´ y ¹Á
dUÙ	�#Á�º6�=�,º;���	��� º ´ ¼ n�Ù�bR¹ªÁ Á c,¾�¾ ¼Uº¬µÀ¹ed_�=½�Ù)g�º º ´ ¼ y � +�¹ªÁ {�� ��¼_¼.+�� ¾ml Ã¼_Ù'k®º ´ ¹ªÁ ¹ªÁ
h	¹ j	¼���½ c

ψ = ln
[

1 + ε
(

sin θ sin φ̃
)n]

, t�/ { Ú8u

Ω = ne−2ψ
(

eψ − 1
)

[

(

n− eψ
)

(

ε

eψ − 1

)2/n

−
(

n+ eψ
)

]

,

kæÙ	µ n � l Ù'ÁÀ¹ ºÀ¹ j	¼W¹ �,º¬¼�h	¼;µ;� b8¹ º ´ º ´ ¼ j	¼;Ã Ù dU¹ º c dUÙ ¾ml Ù'��¼��,º¬Á
h'¹sj'¼���½ c

(u, v, w) =
nε

(

sin θ sin φ̃
)n

sin θ
[

1 + ε
(

sin θ sin φ̃
)n]

(

0, cot φ̃,− cos θ
)

�=���²º ´ ¼ l µÀ¼MÁÀÁ�g�µ¬¼+h'µ¬�'��¹¼��,º h'¹sj'¼���½ c

pr =
n2ε2

(

sin θ sin φ̃
)2n−2 (

1 − sin2 θ sin2 φ̃
)

r
[

1 + ε
(

sin θ sin φ̃
)n]2

.

� Ù	µ|º ´ ¼ d;�	ÁÀ¼ n = 1 �!b�¼ µ¬¼�d�Ù�j	¼;µ Ω =
(

1 − ε2
)

e−2ψ − 1 �®º ´ ¼ d�Ù)g��,ºÀ¼;µ l �=µÀº§Ù'k~ ¹Ù)g`j�¹Ã Ã¼ 2 Á�¼�f-g��=ºÀ¹Ù	�2� b ´ ¹Ã¼?kæÙ	µ n = 2 � b�¼ ´ ��j	¼
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Ω = 2 (1 + ε)
(

2e−2ψ − e−ψ
)

− 2.

Ø�b�Ù l �	µGº¬¹ d�g�Ã�	µ jZ�=Ã g�¼MÁDÙ'k φ0
�=µ¬¼²Á l ¼@dU¹ª�=ÃDd;�	ÁÀ¼;Á { � Ù	µ φ0 = 0 � w ¹Á 3�¼;µÀÙ �ZºDº ´ ¼l Ù'Ã ¼MÁ+kæÙ	µD�=ÃÃ n � b ´ ¹Ã ¼ v = 0 �ZºWº ´ ¼ l Ù'Ã ¼MÁ+kæÙ	µ n > 1 � ½`g�º kæÙ	µ n = 1 � v = ε �Zº

φ = 0 �	��� v = −ε �=º φ = π
{#} º8º ´ ¼_¼@f8g#�ZºÀÙ'µ;� φ = π/2 � v = 0 kæÙ'µ �=ÃÃ n �`b ´ ¹Ã ¼

w = −
nε sinn−1 θ cos θ

1 + ε sinn θ
.

} Á���¹Á�dBg#ÁÀÁÀ¼;� �	½#Ù�j'¼	�¿º ´ ¹ªÁ ÁÀÙ	Ã g�ºÀ¹Ù	�R¹Á²¹ �g�êÁG¼;��ÁÀ¼�ºÀµ¬¹sj�¹ª�=Ã��ø½�¼�d;�'g�ÁÀ¼�º ´ ¼ n#Ù�by¹ªÁ
Á c�¾�¾ ¼UºÀµ¬¹ed§�	½#Ù8g�ºWº ´ ¼ y � +�¹ªÁ { } ÁÀ¹ ¾ ¹Ã�	µ;�à½`g�º_Ã¼;Á¬Á*ºÀµ¬¹sj�¹ª�=Ã��Qd;�	ÁÀ¼§¹ªÁ φ0 = π/2 �àÁÀÙ
º ´ �=º sin φ̃ = cosφ �`b ´ ¼�µ¬¼ v ¹Á 3;¼�µ¬Ù��=º�º ´ ¼ l Ù	Ã¼;Á kæÙ'µ"�=ÃÃ n ��½`g�º

w =



















−
nε sinn−1 θ cos θ

1 + ε sinn θ
, φ = 0,

−
(−1)nnε sinn−1 θ cos θ

1 + (−1)nε sinn θ
, φ = π.

} º8º ´ ¼_¼@f8g#�ZºÀÙ'µ;� w = 0 kæÙ'µ �=ÃÃ n �`b ´ ¹Ã ¼ v = −ε kæÙ	µ n = 1 �=�#� v = 0 kæÙ	µ n ≥ 2
{

} ��Ù	º ´ ¼;µ j	Ù	µÀºÀ¼,+²ÁGÙ'Ãsg�ºÀ¹Ù	��¹Á ��¼.*���¼M� �'Á

ψ = ln





1 + ε
(

sin θ sin φ̃
)n

1 − ε
(

sin θ sin φ̃
)n



 , t�/ { Ô u

Ω =
n

4

(

e−2ψ − 1
)

[

ne2ψ + 2eψ + n−
(

ne2ψ − 2eψ + n
)

(

ε tanh
ψ

2

)2/n
]

.

� Ù	µ n = 1 � bø¼?h'¼Uº �7kæÙ	µ ¾ Ù'kkº ´ ¼D��Ù)g�½�Ã¼DÁÀ¹ � ´ Ý�Ù	¹ªÁÀÁÀÙ	��¼�f-g��=ºÀ¹Ù	�

Ω = −
1

2

(

1 − ε2
)

(2 sinhψ + sinh 2ψ) ,

b ´ ¹ Ã¼?kæÙ	µ n = 2 �

Ω = e−2ψ
[

(ε− 1) e3ψ + ε+ 1
] (

1 + eψ
)

.

Ø ´ ¼ j	¼;Ã Ù dU¹ º c dUÙ ¾ml Ù'��¼��,º¬Á8�	µÀ¼?h'¹sj'¼���½ c

(u, v, w) =
2nε

(

sin θ sin φ̃
)n

sin θ

[

1 − ε2
(

sin θ sin φ̃
)2n

]

(

0, cot φ̃,− cos θ
)

�=���²º ´ ¼ l µÀ¼MÁÀÁ�g�µ¬¼+h'µ¬�'��¹¼��,º h'¹sj'¼���½ c

pr =
4n2ε2

(

1 − sin2 θ sin2 φ̃
)(

sin θ sin φ̃
)2n−2

r

[

1 − ε2
(

sin θ sin φ̃
)2n

]2
.
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� Ù	µøº ´ ¼*Á l ¼@dU¹ª�=ÃQd��	ÁÀ¼ φ0 = 0 � w ¹ªÁ 3;¼�µ¬Ùç�Zºøº ´ ¼ l Ù'Ã ¼MÁ1kæÙ'µ��	Ã Ã n �8b ´ ¹ Ã¼ v = 0 �Zºøº ´ ¼l Ù'Ã ¼MÁ kæÙ	µ n > 1 ��½`g�º
kæÙ'µ n = 1 � v = 2ε �Zº φ = 0 �	��� v = −2ε �Zº φ = π

{�} º�º ´ ¼
¼�f-g��Zº¬Ù	µM� v = 0 kæÙ	µ �	Ã Ã n � b ´ ¹ Ã¼

w = −
2nε sinn−1 θ cos θ

1− ε2 sin2n θ
.

� �&dU¼��'h'�	¹ ���	º ´ ¹Á�ÁÀÙ	Ã g�ºÀ¹Ù	�²¹Á�¹� �|ÁG¼;��ÁG¼"ºÀµ¬¹sj�¹ª�=Ã { � Ù	µøº ´ ¼?d��'ÁG¼ φ0 = π/2 � v ¹ªÁ%3�¼�µ¬Ù
�Zº�º ´ ¼ l Ù	Ã¼;Á kæÙ	µ �=ÃÃ n ��½`g�º

w =



















−
2nε sinn−1 θ cos θ

1 − ε2 sin2n θ
, φ = 0,

−
(−1)n2nε sinn−1 θ cos θ

1 − ε2 sin2n θ
, φ = π.

} º8º ´ ¼_¼@f8g#�ZºÀÙ'µ;� w = 0 kæÙ'µ �=ÃÃ n �`b ´ ¹Ã ¼ v = −2ε kæÙ	µ n = 1 �=�#� 0 kæÙ'µ n ≥ 2
{

�
T����  �� $�� � �

Ø ´ ¼øÁGºÀµ¬¼;� ¾ Ã¹��¼;Á kæÙ	µkº ´ ¼MÁG¼Dj	Ù	µÀºÀ¼,+�ÁÀÙ	Ã g�ºÀ¹Ù	�#Á t0/ { Ú-u�� t0/ { Ô u dUÙ'¹ ��dU¹ª��¼	���=��� d�Ù	µ¬µÀ¼MÁ l Ù	�#�
ºÀÙ sin θ sin φ̃ = const ��º ´ ¼ c �	µÀ¼ l ÃÙ=ºÀºÀ¼;��¹� � ¹ h)g�µÀ¼MÁ*Ü Â Ú {

L
	 ��	

�������NBH������ ^�X Y�IK@ E , 2 I Y�F φ0 = π/4 L�,1, E6E H��æL�	 5 X�^ :iY�F E
y T L E I/,�������	 5X�^ :iY�F E

x T L E IF,�C

� ¹ h)g�µÀ¼ ÜÓÁ ´ Ù�b Á�� h'¼���¼;µ¬�	Ã+d;�	ÁÀ¼ b8¹ º ´ φ0 = π/4 �
b ´ ¹ Ã¼ � ¹sh8g�µÀ¼MÁ / �=�#�RÚ
Á ´ Ù�bgº ´ ¼|Á l ¼�dU¹ª�=Ã!d��'ÁG¼MÁ φ0 = 0 �&kæÙ'µ9b ´ ¹ d ´ º ´ ¼�Á�º¬µÀ¼M� ¾ Ã ¹��¼MÁ"�=µ¬¼7d�¹ µ�dUÃ¼;Á9dU¼;�'º¬¼�µ¬¼;�
Ù	� º ´ ¼ y � +�¹Á;���	��� π/2 µ¬¼;Á l ¼@d�º¬¹sj'¼�Ã c	{�� � º ´ ¼;ÁÀ¼ *�h)g�µ¬¼;Á;� º ´ ¼ *&h8g�µÀ¼tÃª�=½�¼�ÃÃ¼;� t �8uÁ ´ Ù�b Á2º ´ ¼�ÁGºÀµ¬¼;� ¾ Ã¹ ��¼;Á�ÁÀ¼�¼;� kæµ¬Ù ¾ º ´ ¼ l Ù'ÁÀ¹»º¬¹sj'¼ y � +�¹ªÁ���º ´ �=º®Ãª�=½�¼�ÃÃ ¼M� t ½^u�Á ´ Ù�b Á º ´ ¼
Á�º¬µÀ¼M� ¾ Ã ¹��¼MÁ®ÁÀ¼�¼;� kæµ¬Ù ¾ º ´ ¼ l Ù,ÁG¹ ºÀ¹ j	¼ x � +�¹ªÁ��Z�	��� � ¹ h)g�µ¬¼�Ú t d@u®Á ´ Ù�b Ákº ´ ¼
j,¹¼�b kæµÀÙ ¾
º ´ ¼ l Ù'ÁÀ¹»º¬¹sj'¼ z � +�¹ªÁ { � ¹ h)g�µ¬¼ Ú t d�u�½�¼;�=µ6Á_ÁÀÙ ¾ ¼Uº ´ ¹ �&h�Ù)k��/µ¬¼;ÁÀ¼ ¾ ½�Ãª�=�&d�¼çº¬Ù � ¹ h)g�µÀ¼
/`t �-uDÙ)k�� Ô ���¿�	Ã»º ´ Ù)g&h ´ º ´ ¼ c �	µÀ¼�ÁG¼;¼��qkæµ¬Ù ¾ ��¹ 7à¼�µ¬¼��,ºmj,¹¼�b l Ù	¹�,º¬Á { Ø ´ ¼;ÁÀ¼ *�h)g�µ¬¼;Á
¹ ÃÃsg#Á�º¬µ¬�=ºÀ¼_º ´ �Zº9kæÙ	µ º ´ ¼ h'¼���¼;µ¬�	Ã�d��'ÁG¼'��º ´ ¼§ÁÀÙ	Ã g�ºÀ¹Ù	�#Á t0/ { Ú-u�� t0/ { Ô u8µÀ¼ l µÀ¼MÁG¼;�,º"� l �=¹µ
Ù'k1j	Ù'µGº¬¹ d�¼;Á8¹��¼M�)d ´ Ù'k�º ´ ¼ç��Ù'µGº ´ ¼�µ¬���=�#��ÁGÙ8g�º ´ ¼;µÀ� ´ ¼ ¾ ¹Á l�´ ¼;µÀ¼MÁ { � ´ ¼�� φ0 = 0 �
¼;�)d ´ Ù'k%º ´ ¼|��Ù	µÀº ´ ¼;µÀ� ´ ¼ ¾ ¹ªÁ l�´ ¼�µ¬¼ j'Ù	µÀºÀ¹edU¼;Á ¾ ¼�µ�h	¼MÁMb8¹ º ´ ¹»º6Á?dUÙ)g��'º¬¼�µ l �=µÀº*¹��º ´ ¼
ÁGÙ8g�º ´ ¼;µÀ� ´ ¼ ¾ ¹ªÁ l�´ ¼�µ¬¼	�2ÁÀÙ²º ´ �Zº b�¼ ´ ��j	¼çºabøÙ j	Ù'µGº¬¹ d�¼;Á?dU¼;�'º¬¼�µ¬¼;��Ù	� º ´ ¼�¼�f-g��=ºÀÙ'µ {
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L
	 ��	

�������NBH������ ^�X Y�I»@ E , 2 IKY�F φ0 = 0 L�,1, E6E H��æL
	 5X�^ :vY�F E
y T L E I/,�� ����	 5 X�^ :iY�F E

x T L E IF,�C

L�	 ��	 @ 	
�������NBH������ ^�X Y�IK@ E , 2 I Y�F φ0 = π/2 L�,1, E6E H��æL�	 5 X�^ :iY�F E

y T L E I/,�������	 5X�^ :iY�F E
x T L E IF,��

�¢@ 	 5X�^ :vY�F E
z T L E IF,�C

� ´ ¼�� φ0 = π/2 ��º ´ ¼D��Ù'µGº ´ ¼�µ¬� ´ ¼ ¾ ¹ªÁ l�´ ¼�µ¬¼ j	Ù	µÀºÀ¹edU¼MÁ dUÙ ¾ ¼Wº¬Ù)h'¼Uº ´ ¼�µ8º¬Ù l µÀÙ�� g�dU¼
�|��¹ l Ù	Ã¼ Â Ã ¹4�	¼_ÁGºÀµ�g&d�º�g�µ¬¼	���	Á8��Ù§º ´ ¼DÁÀÙ)g�º ´ ¼�µ¬� ´ ¼ ¾ ¹Á l�´ ¼;µÀ¼?j'Ù	µÀºÀ¹edU¼;Á {

} Ã º ´ Ù8g`h ´ º ´ ¼�ÁGºÀµ¬¼;� ¾ Ã¹ ��¼;ÁtÙ)k_ÁÀÙ	Ã g�º¬¹ Ù'��Á t0/ { Ú-u�� t0/ { Ô u�dUÙ	¹�&d�¹��¼'�
º ´ ¼ ÁGºÀµ¬¼;� ¾|Â
krg��&d�º¬¹ Ù'� b8¹Ã Ã�º6���	¼���¹ 7�¼;µÀ¼;�'ºmjZ�=Ã g�¼;Á|Ù'� º ´ ¼/ÁGºÀµ¬¼;� ¾ Ã¹ ��¼;Á§¹ � º ´ ¼ ºabøÙod��'ÁG¼MÁ����=���
��¹ 7à¼�µ¬¼��,º jZ�=Ã g�¼;Á+kæÙ'µD��¹ 7�¼;µÀ¼;�'º n {2� � � ¹sh8g�µ¬¼ Ô �Qbø¼ l ÃÙ=º Ω Ù	� º ´ ¼tÃ ¹��¼ φ = π/2 �
Ù	µ8¼�f-g�¹ jZ�=Ã¼��,ºÀÃ c z = 0 � kæÙ'µ ÁG¼�j	¼;µ¬�	Ã^jZ�	Ãsg�¼MÁ8Ù'k n ��º¬� ��¹ �`h ε = 0.25

{ t0/ { Ú8u��	��� t0/ { Ô u
�=µ¬¼ l ÃÙ=ºGº¬¼;�²¹ � � ¹ h)g�µÀ¼ Ô t �-u%�	��� t ½^u¿µ¬¼;Á l ¼@d�º¬¹sj'¼�Ã c kæÙ'µ φ0 = 0 �=�#�t¹ � � ¹ h)g�µÀ¼ Ô t d@u�=��� t �&u
kæÙ	µ φ0 = π/2

{
� Ù	Ã g�ºÀ¹Ù	�#Á t0/ { Ú8uU� t0/ { Ô u*ºÀÙ���Ù'��Ã¹ ��¼M�=µ_¼@f8g#�ZºÀ¹Ù	� t0/ { / u l µ¬¼;ÁÀ¼��,ºÀ¼M� ´ ¼;µÀ¼ �	µÀ¼�¶ag�ÁGº

ºabøÙ�Á l ¼@dU¹ *�d|¼.+�� ¾ml Ã¼;Á;�2�=��� ¹ ºD¹ÁWÃ¹ �'¼�Ã c º ´ �Zºç���6g ¾ ½�¼�µ_Ù)k���¹ 7�¼;µÀ¼;�,ºW¼,+��)d�º_��Ù'� Â
Ã ¹��¼;�	µ�j	Ù'µGº¬¼.+ ÁÀÙ	Ã g�º¬¹ Ù'��Át¼.+�¹ªÁ�ºM� ¶ag�ÁGº �	Átº ´ ¼ c ��Ù ¹� º ´ ¼ l Ãª�=��¼/ºab�Ù Â ��¹ ¾ ¼;��ÁÀ¹ Ù'���=Ã
d��	ÁÀ¼ {�� ����¼�¼M� ��º ´ ¹ªÁ ¹ªÁ"ÁGºÀµ¬Ù	�`h'Ã c Á�g`h8h	¼;ÁGºÀ¼M��½ c º ´ ¼ç�-g ¾ ¼;µÀ¹ed��	Ã2µ¬¼;Á�g�Ã»º6Á l µ¬¼;ÁÀ¼��,ºÀ¼M��¹ �
� Ô � í �2Ü Ö ��� b ´ ¼�µ¬¼+jZ�	µÀ¹Ù)g�Á
j'Ù	µÀºÀ¼,+>n�Ù�b Á bø¼;µÀ¼_ÁGº�g���¹¼;� {
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Ω = r2∇2ψ L;` ^ H-=*Y�F E `KIKH E
φ = π/2 C��æL�	 � A C 7 	 2 I Y�F φ0 = 0 ������	�� A C ? 	 2 IKY�F

φ0 = 0 � �¢@ 	 � A C 7 	 2 I Y�F φ0 = π/2 � �r.�	 � A C ? 	 2 IKY�F φ0 = π/2 C
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