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� é¥ÓTÒ	�#ÇDÅ ��éVî^O)U�é¥ÇDÒGØ Å ��Å,]#ÓV�	OÈÅÒ	��Ò	S+�6OÈéVîº���	îÈÊw�OØØ Ò½ÊG��ÔeU�éVîºéAÓVÒ	×QP#ÒG��éV��O6Ç
A

�
B�Oîºé���ÅÇºÇDÒGØ êGé9� Å � O�U�é'×�éVØ,OÈéK�

C.
�IU�éVîºé'�Oîºé*O)U�îºéVé'ÓVÒ	×QP�ÒGÇÈÅ�OºÅ ÒG���OØ
ê½�OîºÅ �Oð�Øé9Ç-O)U#�&O

��é0]���éIO)U�é�ÓTÒG×QP#Ò3ÇDÅ,OÈÅÒ	�¥Ò	S?O)U�é�ØÅË3Æ�Å �*PNU��GÇDéGÙ
x(A)

�O���
x(B)

�O���
x(C)

ÔeU�ÅÓ�U�×AÆ#Ç�O
ÇÈ�	OÈÅ Ç�S¾Ê+O�U�éÕé9Ë3Æ��	Ø Å,O�Ê

x(A) + x(B) + x(C) = 1.
��éVîºé

x(A) �
x(B) �	���

x(C) �	îÈéòîºé9Ç)P#éKÓ_OºÅ êGéVØÊ O)U�é�×�Ò	ØéIS¾îº�GÓ_OÈÅÒ	�#Ç
Ò	S�ÓTÒG×*P�Ò	��éV��OºÇ
A

�
B

�O���
C

Å �WO�U�é ØÅË3Æ�Å ���#� O�×¥éK�O��ÇeO)U��	O"Ò	��ØÊ6O�Ô�Ò{ê½�OîºÅ�	ð�Øé9Ç9��Ø é�O"Å�O¢ð#é
x(A) �

x(B) �
�Oîºé�Å����é�P#é9����é9��OK�

���QO)U�éÄÇDÒGØ Å �QPNU��GÇDéG�	ÒG��Ø Ê¥Ò	��é¢ÓTÒG×QP#Ò3ÇDÅ,OÈÅÒ	���	Ø�ê½�OîºÅ�	ð�Øé
x

Å Ç%��éVé9��é9�*OÈÒ¥��é9ÇºÓTîºÅð#é
O)U�é ÓVÒ	×QP#Ò3ÇDÅ,OÈÅÒ	� ��ÇDÅ��ÓTé

xs(A) = 0.5x, xs(B) = 0.5(1− x), xs(C) = 0.5 .
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��éVîºé
xs(A)

�
xs(B)

�	���
xs(C)

�	îÈé^O)U�é¢×¥ÒGØ é�S¾îº�GÓ_OºÅ ÒG��Ç
Ò	S ÓVÒ	×QP�Ò	��é9��O6Ç
A

�
B

�O���
CÅ �fO)U�é ÇDÒGØ Å ���

x
Å ÇIO)U�éÕ×�ÒGØ é!S¾î6�	Ó_OºÅ ÒG�¬Ò�S

AC
Å�

AxB1−xC
�

���	ÇºÇ�OÈî6�O��ÇVS¾éVî�Å�.ð�Æ�ØÉ6PNU��GÇDéKÇòÅÇ���é0OÈé9îÈ×�Å��é9�¬ð�Ê¬��Å��5Æ�ÇDÅÒ	�

∂cs(A)

∂t̃
= Ds(A) ∂

2cs(A)

∂x̃2
, x̃1 < x̃ < x̃2(̃t)

∂cl(j)

∂t̃
= Dl(j) ∂2cl(j)

∂x̃2
, x̃2(̃t) < x̃ < x̃3, j = A, B,
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ÔeU�éVîºé
x̃

Å Ç%���Oî)OÈéKÇDÅ �O��ÓTÒ�Ò	î6��Å���&Oºé	�
t̃

Å Ç O)U�ékOºÅ ×�é	�
Ds(j)

�O���
Dl(j)

�	îÈé O)U�é���Å���Æ#ÇDÅÒ	�
ÓTÒ�é �'ÓTÅéV��O6ÇÄÒ	SkO)U�é'ÓVÒ	×QP#ÒG��éV��O

j
Å�\O)U�é'ÇDÒGØ Å � �	���YO)U�é{ØÅ ËGÆ�Å� PNU��GÇDéKÇV�

cs(j) �O���
cl(j) �Oîºé O�U�é.ê	ÒGØ Æ�×�é.ÓTÒG��ÓTé9��Oºîº�	OÈÅÒ	��Ç�Ò	S�O)U�é�ÓTÒGîÈîºé9Ç)P�Ò	����Å�NX]ÓTÒ	×QP�Ò	��é9��O¥Å�iO�U�é
ÇDÒGØ Å ���O����ØÅË3Æ�Å �QPNU��GÇDéKÇ
îºé9Ç)P#éKÓ_OÈÅê	é9Ø ÊG�3� Ò	�#ÓTéV��Oºîº�	OÈÅÒ	�¥Ò	S<O)U�é¢ÓTÒ	×QP�Ò	��é9��O

B
Å �QO�U�é

ÇDÒGØ Å � P�U��	ÇÈéÄÅÇIS¾ÒGÆ�����S¾îºÒ	×}ÓVÒ	����Å,OÈÅÒ	� +UÎ�� Í /��
� ÒGÆ������	îÈÊ'ÓVÒ	����Å�OºÅ ÒG��Ç��&O

x̃ = x̃1
�O���

x̃ = x̃3
�Oîºé!XGÅ êGéV�w�	ÇkS¾Ò	ØØÒ½Ô�Ç���Ù

∂cs(A)

∂x̃
= 0, x̃ = x̃1

∂cl(j)

∂x̃
= 0, x̃ = x̃3, j = A, B.
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�IU�é¢ÓVÒ	����Å,OÈÅÒ	�#Ç �	O O)U�é¢Å��OÈéVî)S¹�	ÓVé�îºé�P�îºé9ÇÈéV��O[O�U�é"×{�	ÇºÇ ð��OØ �O��ÓVé"�O�#�+PNU��GÇDé¢é9Ë3Æ�ÅØ Åð�Ö
îÈÅÆ�×}ð�é0O�Ô�éVé9� O�Ô�ÒQPNU��GÇDéKÇV�
Í	�� ø�õKõ¥ô ø��Uø!? ù > Ù

Ds(j) ∂cs(j)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2 (̃t)−0

− Dl(j) ∂cl(j)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2 (̃t)+0

= −υph(cs(j) − cl(j)),

j = A, B, x̃ = x̃2(̃t),

+²Î�� Ì /

ÔeU�éVîºé
υph = ˙̃x2(̃t)

ÅÇkO�U�éÕÅ ��OºéVî)S¹�	ÓTéÄî6�&Oºé	�
Î������ ø�õ�>���@¹ø A�÷½ø�� ú � Ò	×QP�ÒGÇÈÅ�OºÅ ÒG� Ò	S-O)U�éfO�Ô�ÒYP�U��	ÇÈé9Ç��&O*O)U�é.ÇÈÒ	ØÅ �?g�ØÅË3Æ�Å � Å Ç

îÈé9Ø�	OÈéK�.ð3ÊfPNU��GÇDé���Å��X	î6�O×rÒ�SBO)U�é�ÇDÊ�ÇVOÈéV×.��O)U��	O�ÓV�	��ð#éAÔ�îÈÅ,OVOºéV��Å�WO)U�é�S¾Ò	îº×
a Ì�c²Ù

xs
AC = 4γA x(A) x(C) exp

(
∆Hmelt

AC

R T melt
AC

T melt
AC − T

T

)
,

xs
BC = 4γB x(B) x(C) exp

(
∆Hmelt

BC

R T melt
BC

T melt
BC − T

T

)
.

+²Î���Ï /

��é9îÈé
T

ÅÇfO�U�é\OÈé9×*P�éVî6�&OºÆ�îºé	�
R

Å ÇfO)U�é Æ���Å êGéVî6ÇÈ�	Ø!X3�	Ç.ÓTÒG��ÇVOº�O��OK�
∆Hmelt

AC

�
∆Hmelt

BC

�	îÈé�O�U�é¥éV��OÈîºÒ�P�Åé9Ç¢Ò	SBS¾Æ#ÇDÅÒ	�1�
T melt

AC

�
T melt

BC

�	îÈé�O)U�é¥×�éVØ,OÈÅ�NXfP#ÒGÅ ��OºÇ9�
γj (j = A, B)

�Oîºé O)U�é3P#ÒGØ Ê���ÒG×¥Å �OØ é0`RP�îºé9ÇºÇDÅÒ	��Ç9���IU�é¥ÓTÒ�é �'ÓTÅéV��O6ÇeU���ê	éÕð�éVé9�
��é0OºéVîº×�Å ��éK�'ð�Ê*O)U�é�Øé9�	ÇVO 3'ÇºËGÆ#�Oîºé9ÇB]�OVOÈÅ�NX¥Ò	S O�U�é���ê½�	Å Ø �Oð�Øé"é�`RP#é9îÈÅ×�éV��O����	Oº�
a Ì#��Ïdc³�
���]ÒGîº��éVî!OÈÒ�ÒGðROº�	Å �YO)U�é{éKË3Æ��&OºÅ ÒG�YO�U��&O Å ÇÄÆ�ÇÈé9�]Å�YO�U�é'ÇÈÅ ×�Æ�Ø�	OÈÅÒ	�1�

xs
AC

�O���
xs

BC

S¾îºÒ	× +UÎ���Ï /��	îÈéÕÇÈÆ�ð�ÇVOÈÅ,OÈÆROºé9�wÅ ��OºÒ +UÎ��ÍH/TÙ

x(A) + k x(B) =
η

1 − x(A) − x(B)
,

+²Î�� ì2/

ÔeU�éVîºé

k =
γB

γA

exp

(
∆Hmelt

BC

R T melt
BC

T melt
BC − T

T

)

exp

(
∆Hmelt

AC

R T melt
AC

T melt
AC − T

T

), η =
1

4 γA exp

(
∆Hmelt

AC

R T melt
AC

T melt
AC − T

T

).

� é{îºéVÔ�îºÅ�Oºé +UÎ�� Ï2/��0+²Î�� ì2/�Å� ê	ÒGØ Æ�×�é�Æ���Å,OºÇ9�_�IU�é�ÓTÒG��ÓTîºé0OºéQS¾Ò	îº×yÒ	SkO)U�é6PNU��GÇDé
��Å��X	î6�O×uÅ Ç���Ò�OòÅ×QP#ÒGîVO6�O��OIS¾Ò	îIO�U�é S¾Æ�î)O)U�é9î"Ç�O6�&OºéV×�éV��O9��ÇÈÒ�Å�O�Å Ç�îºé�P�îºé9ÇÈéV��Oºé9���GÇ

F(c(A), c(B)) = 0,

cs(j) = f(c(A), c(B), T ) j = A, B, x̃ = x̃2(̃t)
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� O¥Ç)U�Ò	Æ�Ø �xð�é���Ò�OÈé9�1� O)U#�&O�Oºîº�	��ÇÈÅ�OºÅ ÒG�\S¾îÈÒG×q×�Ò	Øé+S¾î6�	Ó0OÈÅÒ	�\OÈÒ�ê	Ò	ØÆ�×�é'Æ���Å�O6ÇAÅ ÇA�
��Ò	��ØÅ��é9�	îIOÈî6�O��ÇVS¾Ò	îº×{�&OÈÅÒ	� �
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� Ò-U��O����Ø é+é9ê	ÒGØ ÆROºÅ ÒG�ÕÒ	SRO�U�é�ÇÈÒ	ØÅ �?g�ØÅË3Æ�Å �ÄÅ��OºéVî)S¹�	ÓVé	�VÔ�é%×{��P O)U�é�×�Ò½ê3Å�NX�ð�Ò	Æ������OîºÊ
P�îÈÒGð�ØéV× +²Î���Î /#3 +²Î�� Ì /���+UÎ���Ñ /-OÈÒWO)U�é'��éVÔuÓVÒ3ÒGîº��Å ���	OÈé{ÇÈÊ�ÇVOÈé9× +UÇDé9é G Å,X#�_Î /T�_�IU�é
îÈé�S¾éVîºéV��ÓVéeS¾îº�	×�é�×�Ò½ê	é9Ç%Ô�Å�O�U+O)U�é�ÇÈÒ	ØÅ��3�Ø Å Ë3Æ�Å �{Å ��OºéVî)S¹�	ÓTé¢�&O O�U�é"êGéVØÒ�ÓTÅ,O�Ê

υph
�3Å²� é	�

Å �fO)U�éÕ��éVÔ ÓTÒ�Ò	î6��Å���&OºéÄÇÈÊ�Ç�OºéV× O�U�éÕÅ��OºéVî)S¹�	ÓVé�Å Çk]N`�é9�1�

d d d d d d

x̃1 x̃2(̃t) x̃3 0 1 2
���
	�������
�����
�����

� � JV= B������� �����
� � � J9= B


�����?802! �L> �&� �Dþ FIE3JVý B ý � J9E�� � � ��� JTý�F��KE �

� Ò3ÒGîº��Å ���	OÈéeOºîº�	��ÇVS¾Ò	îº×��	OÈÅÒ	�QS¾îºÒ	× O)U�é!P�U3Ê�ÇÈÅÓ9�OØ�ÇVP��GÓTé
(x̃, t̃)

Å ��OÈÒ3O)U�é�Ç)P��	ÓVé"Ò�S
ÓTÒ	×QP�ÆNOº�&OºÅ ÒG���OØ�ê½�	îÈÅ �Oð�Øé9Ç

(x, t)
îºé9�G��Ç9Ù

t̃ = t, x̃ = ϕ(x, t) =

{
x̃1 + x ls, 0 ≤ x ≤ 1,

x̃2 + (x − 1) ll, 1 ≤ x ≤ 2,

ls
�
ll

�	îÈé¢Ô�Å�RO)U�Ç�Ò	S ÇDÒGØ Å �'�O�#�'ØÅË3Æ�Å �6PNU#�	ÇÈé9Ç îÈéKÇVP�é9Ó0OÈÅê	éVØÊ	�3���6O�U�é���éVÔQÓVÒ�Ò	î6��Å �#�&OÈé
ÇDÊ�ÇVOÈéV× O)U�éÕÅ��OÈéVî)S¹�	ÓVéÄÅÇ�ØÒ�ÓV�	OÈé9�w�&OIO�U�é�P#ÒGÅ ��O

x = 1
�

�IU�é X	Ò½ê	é9îÈ��Å �NXAé9Ë3Æ��&OºÅ ÒG��Ç�Å �fO�U�é ©T´O¦I¯¹§Õ·�ª�¼½©V¤
(0 ≤ x < 1)

O6�OÉ	é-O)U�é S¾Ò	ØØ Ò½Ô�Å�NX
S¾Ò	îº× a Í�c²Ù





ls
∂cs(A)

∂t
− ϕt

∂cs(A)

∂x
=

∂

∂x

(
Ds(A)

ls
∂cs(A)

∂x

)
,

(aA + aC)cs(A) + (aB + aC)cs(B) = ρs ,

∂cs(A)

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

= 0 .

+Uñ��ÍH/

�IU�é"ÇÈé9ÓTÒG���¥é9Ë3Æ��	OÈÅÒ	��Å � +Uñ��ÍH/�Ôò�	Ç�ÒGðROº�	Å ��é9�*S¾îºÒ	×�ÓVÒ	����Å�OºÅ ÒG� +UÎ��ÍH/ Ô�îºÅ,OVOÈé9�{Å �QO�U�é
S¾Ò	îº×

xs(A) + xs(B) =
1

2�O���WOºîº�	��ÇÈØ�	OÈé9�wÅ��OÈÒ�êGÒ	ØÆ�×�é Æ���Å,OºÇ9�5��éVîºé
ρs Å Ç^O�U�é���é9��ÇÈÅ�O�ÊwÒ	SBO�U�é�ÇÈÒ	ØÅ�1�

aA
�
aB�O���

aC
�	îÈéÄ�&OºÒ	×�Å Ó¢Ô�éVÅ X�U�O6ÇòÒ	S
ÓTÒ	×QP�Ò	��é9��O

A
�
B

�O���
C

îÈéKÇVP�é9Ó0OÈÅê	éVØÊ	�
�%Ë3Æ��&OºÅ ÒG��ÇòÅ �fO�U�é ¦I¯�"V±�¯¹§Ä·�ª�¼�©V¤

(1 < x ≤ 2)
�Oîºé X	Åê	é9�¬�	Ç9Ù
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ll
∂cl(j)

∂t
− ϕt

∂cl(j)

∂x
=

∂

∂x

(
Dl(j)

ll
∂cl(j)

∂x

)
, j = A, B ,

∂c(j)

∂x

∣∣∣∣∣
x=2

= 0, j = A, B .

+Uñ���Î /

� ª�¼½©T¤�® �È¼½�©�¯°®U¯¹´O�¯°�®�¤ �¾µT¼GÀ6¤ é9Ë3Æ��	OÈÅÒ	��Çò�	îÈé X	Åê	é9�w�	O
x = 1

Ù




Ds(A)

ls
∂cs(A)

∂x

∣∣∣∣∣
x=1−0

−
Dl(A)

ll
∂cl(A)

∂x

∣∣∣∣∣
x=1+0

= −υph(cs(A) − cl(A)) ,

Ds(B)

ls
∂cs(B)

∂x

∣∣∣∣∣
x=1−0

−
Dl(B)

ll
∂cl(B)

∂x

∣∣∣∣∣
x=1+0

= −υph(cs(B) − cl(B)) ,

F(c(A), c(B)) = 0, cs(j) = f(c(A), c(B), T ), j = A, B .

+Uñ�� ñ2/

�IU�éQOÈî6�O��ÇVS¾Ò	îº×�é9��é9Ë3Æ��&OºÅ ÒG��ÇÕÓTÒG��Oº�OÅ�xÇDé9ê	éVî6�OØ��	����Å�OºÅ ÒG���OØ OºéVîº×{Ç �O���]ÓTÒ�é	�{ÓVÅ é9��OºÇ
�Oîºé���Ò�O S¾Ò	Æ���� Å�#O�U�é+X	é9��éVîºÅÓ¥ÓTÒG��ÇÈéVîºê��	OÈÅÒ	��éKË3Æ��&OºÅ ÒG��ÇV���IU�é*OºéVîº×�ÇÕ�GÓ_OºÆ��OØØ Ê���éTÖ
P#é9���]Ò	�xÅ ��OºéVî)S¹�	ÓTé¥î6�&OÈé

υph.
�IU�éVÊ]ÓTÒG��OºîÈÅð�ÆROºé*OÈÒ.é9�GÓ�U éKËGÆ#�&OÈÅÒ	�]Å�YO�U�é'ÇÈÊ�ÇVOÈé9×

+¹ñ��ÍH/ 3�+¹ñ�� ñ2/�éV×QPNU��GÇDÅ��VÅ�NXIO)U�é%ÓTÒGÆNP�ØÅ �NX�ð�é0O�Ô�éVé9� O)U�é P�îÈÒ�ÓVé9ÇºÇDéKÇ5Å ��O�U�é%ÇÈÒ	ØÅ�!PNU#�	ÇÈé	�
Z�Æ�Å �w�	���w�&OeO)U�éÕÅ ��OÈé9îVS¹�GÓTéG�

� ú 5 ú���@.?�@¾ö�> ��@��0>G÷�>=? ù >�õKù � > � >

�IU�é��3Æ�×¥é9îÈÅ ÓV�	Ø P�îÈÒ�ÓVé9��Æ�îºé S¾ÒGî O)U�é{ÇÈÒ	ØÆROÈÅÒ	� Ò	S�é9Ë3Æ��&OºÅ ÒG��Ç�+¹ñ��ÍH/�3 +¹ñ�� ñ /"Å Ç�ð��	ÇÈé9�
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�
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ÓTé9��OÈî6�OØ���Å,S°Ö
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�îÈÅ �]��Ò���é9ÇÕ�	îÈé���Æ�×Að�éVîºé9�
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(ĉ

s(A)
i − c

s(A)
i ) + l̂s
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(ĉ

s(A)
i − c

s(A)
i )

− τ

[
ϕ̂t

2

∣∣∣∣
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∣∣∣∣
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+Uñ�� Ì /

= τ

[
Ds(A)

l̂s

ĉ
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∣∣∣∣
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δζ =
(k+1)

ζ −
(k)
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ÅÇQO�U�é�ï"éVÔIOÈÒG� Å�OºéVî6�½Ö
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0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 ∗ ∗
∗ ∗ 0 ∗ ∗
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�^A�� J#$&" F?MVK'� (�� "��9J#(�E�� � D-H�� M	�9K J
���9MVG D

���\O)U�Å ÇAÇÈé9Ó0OÈÅÒ	�\O)U�é6P�îºÒ�P�ÒGÇÈé9�YS¾Æ�ØØ ÊxÅ×*P�Ø Å ÓTÅ,O�ÓTÒGÆNP�Øé9� �	Ø,XGÒ	îºÅ�O�U�×yÔò�	Ç ÓVÒ	×QP��	îÈéK�
Ô�Å�O�U]�.ÇÈéV×�Å¸Ö³Å×*P�Ø Å ÓTÅ,O�ÒG��é	��ÔeU�éVîºé�O�U�é{ÓTÒ	�#ÓTéV��Oºîº�	OÈÅÒ	����Å ÇVOÈîºÅ ð�ÆNOÈÅÒ	�x�O����Å ��OÈé9îVS¹�GÓTé
Ø Ò�ÓV�	OÈÅÒ	���	îÈé¥��é0OºéVîº×�Å ��éK� ÓVÒ	��ÇÈé9Ë3Æ�é9��OÈØÊ aÍ_c³�1�IU�Å Ç�Oºé9Ó�U���ÅË3Æ�é3OÈîºé9�	OºÇ

ls
�
ll

�
υph

Å �
�	PNP�îºÒd`�Å ×{�	OÈÅÒ	��Ò	S +¹ñ��ÍH/)3 +Uñ�� ñ2/
Å��é�`RP�Ø Å ÓTÅ,O Ôò��Ê	�3������Å,OÈÅÒ	���	Ø�Oºîº�	��Ç)P#ÒGîVO�OÈéVîº×{Ç �	îÈé
�	PNP�îºÒd`�Å ×{�	OÈé9��ð�Ê�O�U�é"Æ�P3Ô�Å���{ÇºÓ�U�éV×�éG�3� Ò�é �'ÓTÅéV��OºÇ ��é�P�éV�#��Å ��X Ò	�{Å��OÈéVî)S¹�	ÓVé�îº�	OÈé
υph

�Oîºé ÆNP5���	OÈé9� �&S OºéVî¢��é0OÈé9îÈ×�Å���&OºÅ ÒG��Ò	S O�U�é¥ÓVÒ	��ÓVéV��OÈî6�&OºÅ ÒG����ÅÇVOÈîºÅð�ÆROÈÅÒ	��Å �'O�U�é
ð�Æ�ØÉ PNU��GÇDéG�

�IU�éÕé9Ë3Æ��	OÈÅÒ	��ÇòÒGðROº�	Å ��éK��S¾îÈÒG× O)U�é ]���Å,OÈéA��Å��5éVîºéV��ÓVé �	PNP�îºÒd`�Å ×{�	OÈÅÒ	�¬�	îÈéÄ��ÒG��Ö
Ø Å��é9�	îÕÒ	��ØÊ��	O�O)U�é'ÇÈÒ	ØÅ�Lg�ØÅË3Æ�Å ��Å��OÈé9îVS¹�GÓTé	�1�¢ÇÕð�é0S¾Ò	îºé*O)U�é'�IU�Ò	×{�	Ç P�îºÒ�ÓTéK��Æ�îºé¥Å Ç
�	PNP�ØÅé9�YS¾Ò	î O�U�é'ÇDÒGØ ÆNOÈÅÒ	�]Ò	SkO)U�é{ØÅ ��éVî éKËGÆ#�&OÈÅÒ	�#ÇV��ð�ÆNO�O)U�Å Ç OÈÅ×�é'Å,O ÅÇÄÆ�ÇÈé9�]Ô�Å,O)U
îÈéKÇVP�é9Ó0OkOºÒ{Æ���É���Ò½Ô��.ÓTÒG��ÓTé9��Oºîº�	OÈÅÒ	��Ç�O�U�éV×{ÇÈéVØê	é9Ç!aÍ	�1ÍKñdc³�#��Ò�Ô éÕ�GÇÈÇÈÆ�×�é!O)U��	O9Ù

ĉ
s(A)
i = σs

i+1ĉ
s(A)
i+1 + ηs

i+1, −N1 ≤ i ≤ −1 ,

ĉ
l(j)
i = σ

l(j)
i−1ĉ

l(j)
i−1 + η

l(j)
i−1, 1 ≤ i ≤ N2, j = A, B .

+¹Ì��ÍH/
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��é�P�îºé9ÇÈéV��O6�&OÈÅÒ	� +¹Ì��ÍH/+�	Ø ØÒ½Ô�Ç
Æ�Ç OÈÒAîÈéK��Æ�ÓTé^O)U�é�ÇDÊ�ÇVOÈéV×�Ò	S XGÒ½ê	é9îÈ��Å�NXÄé9Ë3Æ��	OÈÅÒ	��Ç[OÈÒ
O)U�é�ÇÈé0O+Ò�S?S¾ÒGÆ�î+��ÒG��Ø Å��éK�Oî�é9Ë3Æ��	OÈÅÒ	��Ç
�	OBO)U�é�ÇÈÒ	ØÅ�Lg�ØÅË3Æ�Å �¥Å ��OÈé9îVS¹�GÓTéòÔ�Å,O)U�îÈéKÇVP�é9Ó0OBOÈÒ
Æ���É���Ò½Ô���Ç

ĉ
s(A)
0 , ĉ

s(B)
0 , ĉ

(A)
0 , ĉ

(B)
0 .

�IU�éVÊ.�Oîºé ��é�OÈéVîº×�Å ��é9��ð�Ê6O�U�é�ï"éVÔIOºÒ	��Å,OÈéVîÈÖ
�&OÈÅÒ	� aÍVÌ&c³�#� Ò	×QP�ÒGÇÈÅ�OºÅ ÒG�w��Å ÇVOÈîºÅ ð�ÆNOÈÅÒ	�wÅ �fO)U�éÕð�Æ�ØÉ6PNU��GÇDéKÇ Å Ç�ÒGðROº�	Å ��éK�¬�GÓVÓVÒ	î6��Å ��X
OÈÒ +¾Ì��ÍH/T��O�U�éV�]Å��OºéVî)S¹�	ÓVéAî6�&OÈé

υph
Å Ç�ÓV�OØ ÓTÆ�Ø�	OÈé9�1�����]ÇDé9×�Å¸Ö³Å ×QP�ØÅ ÓTÅ,O-Oºé9Ó�U���Å Ë3Æ�é O�U�é

ï�éVÔIOºÒ	���OØ X	ÒGîÈÅ,O)U�×uÅÇ���PNP�ØÅ éK�¬ÒG��ØÊ��&OeO�U�é�PNU��GÇDé!OÈî6�O�#ÇDÅ,OÈÅÒ	�¬Å ��OÈé9îVS¹�GÓTéG�
� Ò�O)U��OØ X	ÒGîÈÅ,O)U�×�Ç"�Oîºé�Æ#ÇDéK�fS¾Ò	î^O�U�é ��Æ�×�éVîºÅ ÓV�OØ_Ç�OºÆ���ÊwÒ	S
Ø Å Ë3Æ�Å �WPNU��	ÇÈéÕé�P�Å�O6�&`�Ê

Ò	S OÈé9îÈ���	îÈÊw�OØØ Ò½Ê�Ç9���IU�é¥ÓTÒ	×QP�ÆNOÈéVî¢ÇDÅ×AÆ�Ø �&OºÅ ÒG��Ç"�	îÈé ��Ò	��é�S¾ÒGî"îºé9�	Ø PNU��GÇDéA��Å��X	î6�O×
�O���¬é0`RP�éVîºÅ ×�éV��O6�OØØ Ê'Æ#ÇDéK��XGîÈÒ½ÔIO�U¬ÓVÒ	����Å,OÈÅÒ	�#Ç a ñ���Ïdc³� �"Å��5Æ�ÇDÅÒ	��ÓVÒ3é	�'ÓTÅéV��OºÇ��	îÈé

Ds(A) = 5 · 10−12 cm2

s
, Dl(A/B) = 5 · 10−5 cm2

s
.

�IU�é#OºÅ ×�éxÇ�Oºé�P Ô��GÇ6O6�OÉ	é9�
τ = 0.5

ÇÈé9ÓTÒG������� OwÅ Ç�O�Ô ÒTU�Æ�����îºé9� OÈÅ×¥éKÇwØ�	î)XGéVî
O)U��	� O)U�é]Ò	��é ��é�OÈéVîº×�Å ��é9�gð�Ê O)U�é ÇVOº�Oð�Å ØÅ�O�Ê ÓVÒ	����Å,OÈÅÒ	�QÒ	SAé�`9P�Ø Å ÓTÅ,Ow�	Ø,XGÒ	îºÅ�O�U�×{ÇVÙ
τ ≤ h2/(2Dl) ≈ 0.002s. ���Å,S¾Ò	îº×uð�ÆRO���Å���é9îÈé9��OòÇ)P��	ÓVé�ÇVOÈé�P�Çò�Oîºé"Æ�ÇÈé9��Å �.ÇÈÒ	ØÅ�'�	���¬Ø Å Ë3Æ�Å� PNU��GÇDéKÇV���IU�é
�3Æ�×Að�éVî�Ò	S X	îºÅ �+P#ÒGÅ ��O6Ç%Å�+O)U�é�ÇÈÒ	ØÅ�'ÅÇ

N1 = 5000
�O���{Å�+O�U�é¢ØÅ ËGÆ�Å�{Å Ç

N2 = 500
�

�IU�é�XGîÈÅ �{Å Ç ÇÈÆ �'ÓTÅéV��OÈØÊQ]���é��O���¬�OØØ Ò½Ô�Ç%Æ�Ç OÈÒ�P�îÈéK��ÅÓ0Oò�GÓVÓVÆ�îº�	OÈé9Ø Ê�O)U�Å�¬ð�Ò	Æ������OîºÊ
Ø��ÊGéVî6ÇÕÅ �bO)U�éwê�ÅÓVÅ ��Å,O�Ê]Ò	S�Å��OºéVî)S¹�	ÓVé¬�	ÇAÔ é9Ø Øò�	Ç OÈÒ]��Å ×�Å��Å ÇVU ��Æ�×�é9îÈÅ ÓV�	Ø ��Å���Æ#ÇDÅÒ	�
Å ��ê	ÒGØ êGé9� ð3ÊbO)U�é�ÆNP�Ô�Å��� �	PNP�îÈÒd`�Å×��	OÈÅÒ	� Ò�S-Oºîº�	��Ç)P#ÒGîVO*OÈé9îÈ×{Ç�Å� +Uñ��ÍH/ 3 +¹ñ�� ñ /��
�IU�éA��Æ�×�ð#é9î¢Ò�S X	îºÅ�WP�Ò	Å��OºÇÄ�O�#��ÓTÒG��ÇDéKË3Æ�éV��OÈØÊ�O)U�é�ÓTÒG×*P�ÆROº�	OÈÅÒ	���	Ø OÈÅ×�é¥Ó9�O��ð�é
��é9ÓVîÈéK�	ÇÈé9�.Å,S ��ÒG��Ö²Æ���Å�S¾ÒGîÈ× X	îºÅ ��Ç�U#��ê	éAð�éVé9��Æ�ÇÈé9�1� � ÆROÄÅ�OÄÅ Ç¢��Ò	OÄê	éVîºÊwÅ ×QP�Ò	î)Oº�O��O
Å � O)U�é-S¾îº�	×�é"Ò	S O�U�Å Ç�ÇVOÈÆ#��Ê	��ÇÈÅ ��ÓVé"ÒGÆ�î ×{�	Å �¬Ò	ð���éKÓ_OÈÅê	é"ÅÇ�OÈÒ�îÈé9ê	éK�OØNO�U�éÄ�	��ê½�O��O6�	X	é
Ò	S O)U�é S¾Æ�ØØÊ�Å×*P�Ø Å ÓTÅ,O"ÓTÒG��ÇDé9îÈê½�	OÈÅê	éÄÇÈÓ�U�é9×�é	�

-1é0O�Æ�Ç�ÓVÒ	��ÇÈÅ ��éVî�O)U�é S¾Ò	ØØ Ò½Ô�Å�NX'X	îºÒ½ÔIO)U ×�Ò���éG�_ ��#��éVî6ÇÈ�	OÈÆ�î6�&Oºé9�
A − B − CÇDÒGØ ÆROºÅ ÒG�w�	OIOÈéV×QP�éVî6�&OºÆ�îÈé

T0
Å Çòð�îÈÒGÆNX�U�O�Å��OºÒ{ÓTÒ	��O6�	Ó_O�Ô�Å,O)U

AxB1−xC
ÇÈÆ�ð�ÇVOÈî6�&Oºé	�

�IU�éwÓVÒ	×QP�ÒGÇÈÅ�OºÅ ÒG� Ò	S�O)U�éwØ Å Ë3Æ�Å �iPNU#�	ÇÈé¬Å Ç¥Å �oé9Ë3Æ�ÅØ Åð�îºÅ Æ�× Ô�Å,O)UTO)U�éwÇÈÒ	ØÅ�iPNU��GÇDé
AxB1−xC

�	O OÈé9×*P�éVî6�&OºÆ�îºé
T1 < T0

�K�IU�é[X	îºÒ½ÔIO)UÄÅ Ç1Å��Å,OÈÅ �&OÈéK�Äð�Ê�O�U�é P�îºÒ�XGîº�	×�×¥éK�
ÓTÒ�Ò	ØÅ ��X�Ù

T = T0 −α t
���kOIO)U�é�éK�OîºØ Ê{ÇVOº��X	é"Ò�S O)U�é!P�îÈÒ�ÓTéKÇÈÇ O)U�é�ÇÈÆ�ð�ÇVOÈî6�&Oºé	�9P�Ø ��Ê3Å�NX

O)U�éÕîºÒ	ØéÕÒ	S�×{�&OÈé9îÈÅ �OØ1ÇÈÒ	Æ�îºÓVé	����Å ÇÈÇÈÒ	Øê	éKÇ��O����S¾éVéK��ÇIO�U�é ÇDÒGØ ÆNOÈÅÒ	�.Ô�Å�O�U�ÓTÒ	×QP�Ò	��é9��OºÇ
A

�O�#�
B.

�_Ô�ÒbP�îºÒ�ÓVé9ÇºÇDéKÇ'ÓTÒG��OÈîºÅ ð�ÆNOÈé'OºÒbO)U�é Çº�&OÈÆ�îº�	OÈÅÒ	� Ò	S O)U�é�ØÅË3Æ�Å � PNU��GÇDéGÙ
ÇDÆ�ð#Ç�Oºîº�	OÈé���Å ÇÈÇÈÒ	ØÆROÈÅÒ	�{�	����ÓTÒ�Ò	ØÅ ��X�Ò�S?O�U�é�ÇÈÊ�ÇVOÈé9×.�	�"Ç+ÇÈÒ�Ò	�{�	Ç O�U�é"ÇÈÒ	ØÆROÈÅÒ	���&OBO�U�é
ê3Å ÓTÅ��Å,O�Ê.Ò	S O)U�é�Å ��OºéVî)S¹�	ÓTéAð#éKÓTÒ	×�éKÇ"ÇÈØ Å X�U�OÈØÊ.ÇDÆNP�éVî6Çº�&OÈÆ�îº�	OÈé9�fO�U�é�P�îÈÒ�ÓTéKÇÈÇ"Ó�U��O�NXGé9Ç
Å�O6Ç���ÅîÈéKÓ_OÈÅÒ	��S¾îºÒ	×}��Å ÇºÇDÒGØ ÆROºÅ ÒG� OºÒQX	îºÒ½ÔIO)U1�

�IU�ÅÇ�P�îºÒ�ÓTé9ÇºÇ+Ôò�	Ç ÇDÅ×AÆ�Ø�	OÈé9��ð�Ê¥ð�Ò	O�U'×�é0O�U�Ò���ÇV� G Å X���ñA��é9×¥ÒG��ÇVOÈî6�&OÈéKÇ%Ê�ÅéVØ ��é9�
ÓTÒ	×QP�ÒGÇÈÅ�OºÅ ÒG� ��Å ÇVOÈîºÅ ð�ÆNOÈÅÒ	��Ò�S

AC
Å �YO)U�é�ÇÈÒ	ØÅ �$PNU��GÇDéG�5� OÄÅ Ç�éVê�Å ��éV��O O)U��	O O)U�é�îºéTÖ

ÇDÆ�Ø,OºÇ P�îºÒ½ê3Å ��éK�Að�Ê¥ð#Ò�O)U'�OØ X	ÒGîÈÅ,O)U�×�Ç
�	îÈéeP�îº�GÓ_OÈÅ ÓV�	Ø ØÊ Å ��éV��OºÅÓ9�OØ²�	� O Ç)U�Ò	Æ�Ø��ð�é���Ò�OÈé9�
O)U��	O¬�&O)OÈéV×QPRO6Ç+OºÒ Å ×QP�ØéV×�éV��O6O�U�é�ÓVéV��OÈî6�OØ"��Å��5éVîºéV��ÓVé��	P�P�îÈÒd`�Å×{�&OÈÅÒ	�oÒ	S OÈî6�O�#Ç�Ö
P#ÒGîVOeOºéVîº×�Ç�Å ��ÇÈéV×�Å Ö²Å×QP�Ø Å ÓTÅ,O¢�	Ø,XGÒ	îºÅ�O�U�× S¹�OÅØé9�����%ê	éV��ÒG�.ê	éVîºÊ+]���é�OÈÅ×�é X	îºÅ��ÇòÔ é
U���ê	éòÒ	ð#ÇDé9îÈêGé9��O)U�é�ÇÈÆ�ð�ÇVOÈî6�&Oºé���ÅÇºÇÈÒ	ØÆROÈÅÒ	�¥×�Ò���éVØØ Å�NX�X	îºÒ½ÔIO)U¥îºé�X	Å×�é9Ç O�U��&O Ç)U�ÒGÆ�Ø�
P�îÈÒ�ÓVéVé9�¬Ô�Å,O)U�ÒGÆRO�Å�OK�

� ÆNOS¾Ò	î �O��Ò�O)U�é9î XGîÈÒ½ÔIO�UÄ×¥Ò���é9Ø�O�U�éòÇDé9×¥Å Ö³Å ×QP�ØÅÓVÅ�O��OØ X	ÒGîÈÅ,O)U�×z��Ò�é9Ç_��Ò�O P�îºÒ½ê�Å��é
PNU�Ê�ÇÈÅ ÓV�OØØÊ��	PNP�îÈÒ½êGé9�¬îÈéKÇDÆ�Ø,OºÇ9� G ÒGî�Å��Ç�O6�O��ÓVé	��Æ�����éVî6Çº�&OÈÆ�îº�	OÈé9�wÇÈÒ	ØÆROÈÅÒ	�.Å Ç�ð�îºÒ	ÆNX�U�O
Å ��OÈÒÄÓTÒG��Oº�	Ó0O Ô�Å,O)U

AC
ÇDÆ�ð�Ç�Oºîº�	OÈé�Å �#Ç�Oºé9�	�AÒ	S

AxB1−xC
�O�"Ø Ø9O�U�éòÒ	O�U�éVî P��	îº�	×¥é�OÈé9îºÇ

�Oîºé�O�U�é ÇÈ�	×�éÄ�GÇ�Å �fO)U�é!P�îÈé9ê3ÅÒ	Æ#ÇòîÈÆ�� ���IU�ÅÇkOºÅ ×�é �	O���ÅÇºÇDÒGØ ÆNOÈÅÒ	�¬ÇVOº��X	é!O)U�é�ØÅ ËGÆ�Å�
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�����?802�� �?> � ��� �"��F�ý�F��KE þ F��³ý � F����Gý�F��9EQ� � AC F¸EAý�C B ����
¸F þ*� C�J�� B"�

PNU��	ÇÈé¥ÅÇ�éV��îÈÅ Ó�U�é9��Ò	��ØÊ�Ô�Å�O�U ÓVÒ	×QP#ÒG��éV��O
A,

ÔeU�ÅØ é{ÓVÒ	×QP#ÒG��éV��O
B

��Å��5Æ�ÇDéKÇ-S¾îÈÒG×
O)U�é{ØÅË3Æ�Å � PNU��GÇDé�Å��OºÒWO)U�é'ÇÈÆ�ð�ÇVOÈî6�&Oºé	�1�IU�Æ�Ç9��Å � O�U�é{Ø Å Ë3Æ�Å �YP�U��	ÇÈé	��Å�xê3Å ÓTÅ��Å,O�Ê�Ò�S
O)U�é]Å ��OºéVî)S¹�	ÓTé]ÓTÒG��ÓTé9��Oºîº�	OÈÅÒ	� Ò�SAÓTÒ	×QP�Ò	��é9��O

A
Å ��ÓVîÈéK�	ÇÈé9Ç9� ÔeU�Å Øé ÓVÒ	��ÓVéV��OÈî6�&OºÅ ÒG�

Ò	S ÓVÒ	×QP#ÒG��éV��O
B

��é9ÓVîÈéK�	ÇÈé9Ç9�#�IU�é�éVêGÒ	ØÆROÈÅÒ	��Ò	S[O�U�é�Ø Å Ë3Æ�Å�#PNU��GÇDé�ÓTÒG×*P�ÒGÇÈÅ,OÈÅÒ	��Å Ç
ÇVU�Ò½Ô���Ò	� P�U��	ÇÈé���Å��X	î6�O×�Ò	S O�U�éÕÇDÊ�ÇVOÈéV× + G Å,X#�3Ì=/������6O�U�é P�Å Ó_OÈÆ�îÈéG��O�U�éÄÇDÒGØ Å �'ØÅ ��é9Ç
�OîºéQO)U�é'Å ÇÈÒ	O)U�éVîº×�ÇAÓTÒ	îºîºé9Ç)P#ÒG����Å�NXfOÈÒ

T0
�
T1

� O�U�é����GÇVU�é9�]Ò	��éKÇA�	îÈéQO�U�é'ØÅ ��éKÇ Ò�S
ÓTÒ	�#Ç�O6�O��O�ÇDÒGØ Å �.ÓTÒ	×QP�ÒGÇÈÅ�OºÅ ÒG�

x.
��éKÓ_OºÅ ÒG��Ç�Ò	S�ð�Ò	O)U�ÓVÆ�îÈêGé9ÇIXGÅ êGé-O�U�éAÓVÒ	×QP#Ò3ÇDÅ,OÈÅÒ	�

xÒ	S �wÇDÒGØ Å ��ÔeU�ÅÓ�U ÅÇ�Å��é9Ë3Æ�ÅØÅ ð�îºÅÆ�× Ô�Å�O�U]� Z�Æ�Å ��Ò�S�ÓVÒ	×QP#Ò3ÇDÅ,OÈÅÒ	�
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